GRÁFICOS DE FUNCIONES RACIONALES
En Análisis Matemático I aprenderemos a graficar cualquier tipo de función utilizando derivadas. Podremos obtener, entre otros elementos del gráfico, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, máximos, mínimos, intervalos de convexidad y concavidad, puntos de inflexión y asíntotas oblicuas. Por el momento, construiremos gráficos de funciones racionales utilizando solo lo que hemos estudiado hasta ahora.
Funciones racionales son aquellas cuya regla de asignación es un cociente (o razón) entre dos polinomios.
Los puntos que analizaremos para construir el gráfico son los siguientes:
1) Dominio.
2) Paridad.
3) Puntos de discontinuidad. Clasificación.
4) Asíntotas verticales.
5) Raíces.
6) Corte con el eje y.
7) Signos.
8) Asíntotas horizontales.
Veremos a continuación cada uno de estos ítems:
1) Dominio
El dominio natural de una función real es el mayor subconjunto de R para el cual la función está definida. Para determinar el de una función racional excluiremos de R aquellos valores de x que anulan el denominador. 
En el caso de una función real cualquiera, por ejemplo, una función logarítmica, exponencial, trigonométrica, etc., exceptuaremos de R, además de los elementos que anularen el denominador, aquellos que hicieren menor que 0 los radicandos de las raíces con índice par y los que hicieren el argumento de los logaritmos menores o iguales a 0.  
Ejemplo 1    Hallar el dominio de la siguiente función.


Es una función racional.
Debemos hallar las raíces del denominador. Si el denominador es de grado 1, se despeja x. Si es de grado 2, se aplica la fórmula de Bhaskara o se factorea. Si es de grado mayor que 2 se factorea. 
Nota: La regla de Ruffini se utiliza para dividir un polinomio por x – a.  Si el resto de la división es 0, entonces a es raíz del polinomio. No es un procedimiento para hallar raíces. Se puede utilizar para comprobar si un número a es raíz.

Aplicando la fórmula de Bhaskara o factoreando se obtienen, en el ejemplo que estamos estudiando, las raíces x = 0 y x = 3. Entonces el dominio de la función es . 
Es decir, el dominio es el conjunto de los números reales excepto el 0 y el 3.
Corresponde aclarar que si se simplifica el factor x – 3 de la función, se obtiene la regla de asignación de otra función, digamos g, cuyos valores son coincidentes con los de la función dada, es decir f (x) = g (x) para todos los valores de x, excepto para x = 3, pues 3 no pertenece al dominio de f pero sí al dominio de g. Como ambas funciones tienen distinto conjunto dominio, son funciones distintas.
Ejemplo 2: Hallar el dominio de la siguiente función.


Resolveremos la desigualdad         



Como 
 el problema consiste en resolver la desigualdad


Aplicamos la raíz cuadrada en ambos miembros y luego una de las propiedades del valor absoluto

Entonces el dominio de f es 

Ejemplo 3 Hallar el dominio de la siguiente función.


              en 

Debe cumplirse que el argumento del logaritmo sea mayor que 0, es decir 

Sabemos que el seno es mayor que 0 cuando x está en el primer y segundo cuadrantes, por lo que    .  O bien, x está comprendido entre 0° y 180°.

Por lo que 
2) Paridad
La paridad facilita el dibujo del gráfico puesto que nos indica si la función es simétrica respecto al eje y o al origen del sistema de coordenadas.
f es par si f (x) = f (- x), para todo x perteneciente al dominio de la función. Cuando una función es par es simétrica respecto al eje y.
f es impar si f (x) = - f (- x), para todo x perteneciente al dominio de la función.  Una función impar es simétrica respecto al origen del sistema de coordenadas.
Ejemplo 4 Determinar si f es par, impar, o si no tiene paridad.

Sea 
a) Reemplazamos x por – x:


b) Eliminamos los paréntesis de (- x) efectuando las operaciones correspondientes


c) Comparamos f (x) con f (- x). Si fueran números iguales, la función es par, si fueran opuestos, la función es impar. Si no son iguales ni opuestos, la función no tiene paridad (no tiene simetría).
En este caso


Por lo que la función es impar.
Ejemplo 5: Estudiar la paridad de la siguiente función.


a) 

b) 

c) 
          La función es par.
Ejemplo 6 Analizar la paridad de la siguiente función


a) 

b) 
  Por lo que la función no tiene paridad.
Ejemplo 7: Estudiar la paridad de la función del ejemplo 1.
Respuesta: no tiene paridad.
3) Puntos de discontinuidad - Clasificación
Los puntos de discontinuidad son aquellos valores de x para los cuales no está definida la función, no existe el límite, o bien ambos no son iguales. En las funciones racionales esto ocurre cuando se anula el denominador.
Si una función tiene una discontinuidad en un punto x0 y no existe el límite de la función en ese punto, entonces la discontinuidad es esencial.
Si, por el contrario, existe el límite, la discontinuidad es evitable.

Ejemplo 8 Sea . Hallar los puntos de discontinuidad y clasificarlos.
Como vimos en el ejemplo 1, las raíces del denominador son x = 0 y x = 3.
Factoreando el denominador, se obtiene:



Calcularemos los límites: 

a)       Simplificamos x – 3 
Reemplazamos x por 0 y vemos que se anula únicamente el denominador. Para saber si el resultado es + ∞ o   - ∞, hacemos una tabla como se explicará en el punto 7. En la tabla se advierte que, a la izquierda de 0, la función es negativa y a la derecha es positiva, por lo que los límites laterales izquierdo y derecho, en x = 0, son


        y          
Dado que el límite en 0 no existe, la discontinuidad en x = 0 es esencial. También hubiera sido esencial si ambos límites laterales fueran + ∞ o si ambos fueran -∞.
b) 
   El primer límite es una forma indeterminada del tipo 0 / 0. Se resuelve factoreando y simplificando, con lo que se obtiene el segundo límite. El resultado es un número finito, por consiguiente, el límite existe y la discontinuidad es evitable. Esto significa que el gráfico pasa por el punto (3, 1 / 3) pero este punto no pertenece al gráfico. Hay una interrupción de la función en ese punto. Lo indicamos dibujando un circulito vacío.
4) Asíntotas verticales

La recta  es una asíntota vertical de f si

 .
Concretamente, la ecuación de esta recta es x = c.
Volviendo a la función del ejemplo 1, el límite es infinito en x = 0, por consiguiente, la recta x = 0 es una asíntota vertical de la función.
Cuando una función tiene una asíntota vertical en x = c, el gráfico se aproxima cada vez más a la recta a medida que x se acerca al valor de c y f(x) crece o decrece ilimitadamente, pero no intersecta a la recta.
5) Raíces
Las raíces de una función son los valores del dominio que anulan la función. Son las raíces del numerador que no son simultáneamente raíces del denominador, pues un valor de x que anula el denominador no pertenece al dominio y, en consecuencia, no puede ser raíz de la función.
Las raíces del polinomio que es numerador se obtienen, como en todo polinomio, despejando x, si es de grado 1, aplicando la fórmula de Bhaskara o factoreando  si es de grado 2, y factoreando si es de grado mayor que 2.
En la función del ejemplo 1, no hay raíces pues el número 3 no pertenece al dominio.
6) Corte con el eje y
No puede haber más que un corte con el eje y, pues en caso contrario no se tendría una función y, en cambio, se tendría una relación. Puede no haber corte con el eje y si 0 no pertenece al dominio. En el caso de la función del ejemplo 1, no hay corte con el eje y.
El corte con el eje y se produce cuando x = 0. Es decir que las coordenadas del punto intersección de una función con el eje y, si existiere dicha intersección, son (0, f (0)).

Ejemplo 9 Hallar el corte con el eje y de la función 


Entonces el corte con el eje y se produce en el punto (0, 1 / 2).
7) Signos
Para determinar el signo de una función en cada intervalo de su dominio, o, dicho de otra forma, para determinar si la función está sobre el eje x, o debajo del mismo, en cada intervalo del dominio, se construirá una tabla como se indica a continuación, tomando como ejemplo la función del ejemplo 1:
a) Factoree el numerador y el denominador. 


b) Coloque todas las raíces del numerador y del denominador sobre una recta que represente a todos los números reales.
c) Coloque en una columna, a la izquierda de la recta anterior, cada uno de los factores del numerador y del denominador. Al final de la columna coloque la expresión factoreada de la función.
d) En la fila de cada factor escriba el signo + o -  según corresponda a cada intervalo. Siempre un factor (x – a) será negativo a la izquierda de a (se coloca -) y positivo a la derecha de a (se coloca +).
e) [bookmark: _GoBack]En la fila de la expresión de la función factoreada se coloca el signo + o –  según lo que resulta de aplicar la regla de los signos a las operaciones multiplicación y división de los factores.
f) Si en un intervalo la función es “+ ”, su gráfico está sobre el eje x , si es “-“, su gráfico está debajo del eje x .
Volviendo a la función del ejemplo 1, se tiene la siguiente tabla:3



0

( x – 3 )			-			-			+
x				-			+			+	
( x – 3 )			-			-			+	
( x – 3 ) / x ( x – 3 ) 	-			+			+
En definitiva, la función es menor que 0 en el intervalo (- ∞, 0) y es mayor que 0 en los intervalos (0, 3) y (3, ∞).
8) Asíntotas horizontales


La recta  es una asíntota horizontal de la función f si ; con c un número finito.
La recta asíntota horizontal de la función es, entonces, la de ecuación y = c.
En el caso de las funciones racionales el resultado es el mismo cuando x tiende a + ∞   y a - ∞. En otro tipo de funciones puede no cumplirse la anterior afirmación, se deben calcular los dos límites. Cuando una función tiene una asíntota horizontal, el gráfico se aproxima cada vez más a la asíntota a medida que x tiende a + ∞   y a - ∞; pero no alcanza a intersectar la asíntota. Para un valor finito del dominio, la función puede intersectar a la asíntota.
Ejemplo 10:   Hallar la asíntota horizontal, si existiere, de la función del ejemplo 1.
Debemos calcular el límite para x tendiendo a + y a –  infinito. Pero en el caso de las funciones racionales ambos resultan siempre iguales por lo que solo calcularemos


El resultado del límite es 0.
Este resultado implica que la recta y = 0 es asíntota horizontal.
Para hacer el gráfico reuniremos toda la información obtenida en una tabla.
Después de la tabla se encuentra el gráfico.
	
	( - ∞ , 0 )
	( 0 , 3 )
	( 3 , ∞ )

	Dominio
	0  y 3  no pertenecen al dominio.

	Paridad
	No tiene paridad.

	Puntos de discontinuidad
	En x = 0  discontinuidad esencial.
En x = 3  discontinuidad evitable. La función pasa  por      ( 3 , 1 / 3 )  pero este punto no pertenece al gráfico.

	Asíntotas verticales
	x = 0

	Raíces
	No tiene raíces (no intersecta al eje x ).

	Corte con el eje y
	No corta al eje y .

	Signos
	-
	+
	+

	Asíntotas horizont.
	y = 0



Gráfico de la función:
[image: ]
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