r X
?

Sean P y Q puntos no coincidentes. P

XeEreoX—-PlQ0-Ps X—P=A0Q-P)

X =P+ A(Q — P) | Ecuacién paramétrica vectorial de la recta

v = (Q — P vector director de larecta; A: parametro

Prof. Ing. Civil Adolfo Vignoli



Dada la ecuacion parametrica vectorial de una recta, se puede

escribir una ecuacion por cada componente:

Sea X=P+A(Q—P)=P+ Av  Ecuaciéon paramétrica
vectorial de la recta

En R?: En R*:
Ecuaci(l)ile.s :x = p; + A, X =p; + Avg
paralme rlgasi : y =p; + v, y =p, + Av,
escalares de la recta Z = p3 + Avg

Cualquier vector colineal a v, puede ser vector director de 7.
Rectas paralelas tienen vectores directores colineales.




Ejemplo 1) Sear: X = (2,—1) + t(3,—1) recta de R>.
Escriba la ecuacion de una recta r’, paralela a r, que contenga al
punto Q = (4,2).

r:X =(42)+k(3,—-1)

2) Determine si son paralelas las rectas
:X=(-124)+1G32, -1yl X=(-231) + u(—6,—4,1)

Vectores directoresde ly (> u = (3,2,—1)yv = (—6,—4,1).
u |l v & u = tv, para algun teR.
u=_tv: (3,2,—1) =t(—6,—4,1)
—6t =3 =t = — 1/, |El sistema no tiene
que equivalea{ -4t =2 = t = — 1/, |solucion, por tanto, las
t=—1=1t=—1 |rectas no son paralelas.




Ejemplo Sean P = (—2,3); 0 = (1,-2).

Escriba las ecuaciones paramétricas de la recta definida por P y Q.
Indique si los puntos R = (—4,1) y S = (—8,13) pertenecenar.

X = (—2,3) + t(3,—5)|Ecuacién paramétrica vectorial de r.

{xl = —2 43t

Ecuaciones paramétricas escalares de r.

x2=3—5t

—4 = — t =—2/3
4 2+3t=>{ / Sist. incomp.—|R & r

. 7.
LRE’”"{ 1=3-5¢ t =2/5
—8=-2+3t__ (t=

2 LI 4
- ?. — 't = —
(ISET 1 13=3_ 5y V¢ 5 Solucion: t 2 =




Ecuaciones cartesianas de la recta

En R?: En R3:
1 X =p1 + Avy
X =p; +Av
{ =p1 __/wl y =p2 + Av,
Y = D2 2 Z = g + Avs
Sivyv, # 0: S1v,v,v3 # 0:
Ecuaciones
q A XP1_ Y7P2 3 —|¥=P1 _ y=P2 _ 2-D3 cartesianas
1 vy vy | vy vy w3 (forma simeétrica)

En R4 una recta tiene una ecuacidn cartesiana: en R> una recta
tiene dos ecuaciones cartesianas.



Ecuaciones cartesianas de la recta

En R?: En R3:
X—P1 — Y—D2 X—P1 — Y—D2 y Y—D2 — Z—Pp3
(41 U2 V1 V2 V2 V3

Multiplicando las ecuaciones por el producto de los denominadores

y ordenando los términos:

Ax+ By =C

Ax+ By+Cz=D
Ax+By+Cz=D

Ecuaciones
I ENER

(forma general o

implicita)



Ecuaciones cartesianas de la recta
En R*:
Ax + By =C »
Si B # 0:
Yy =mx +n Ecuacion cartesiana m: pendiente;
(forma explicita) n: ordenada al origen

SiABC + O:

X Y _q Ecuacion cartesiana a: abscisa al origen

b . .
: (forma segmentaria) b: ordenada al origen




Ejemplo coonp=(-23); 0=(1,-2).
Escriba todas las ecuaciones de la recta definida por P y Q.

X =(-23)+t(3,-5)

(x; = =2 + 3t
\XZZB_St

X1+2  Xp—3

<

Ec. param. escalares de .

. L _1/
EC. cartesliana simedtrica. 5

Ec. param. vectorial de larecta r.

Va

Ec. cartesiana explicita.

Ec. cartesiana segmentaria.

_1 / \
Ec. cartesiana implicita. 3 \ 5/
/3

\




Ejemplo qoanp=(-21,3); 0 =(1,1,-2).
Escriba todas las ecuaciones de la recta definida por P y Q.

X =(—2,1,3) + t(3,0,—5) [Ec. param. vectorial de la recta r.

X1 =—2+ 3t
x, =1 Ec. param. escalares de r.
X3 =3 — 5t
Despejando t de la 1°y 3° ecuaciones y
escribiendo la 2° ecuacion paramétrica:

Ecuaciones cartesianas

No se puede
escribir la forma
simétrica pues
no se puede
despejar t de la
2°ecuacion
parameétrica.




Ejemplo Sea la recta de R? cuyas ecuaciones cartesianas son

-
x2=1

. Obtenga las ecuaciones parameétricas.
L_le — BX3 — 1

Resolveremos el sistema de ecuaciones lineales:

(=%/s) 1
0 1 0 17¢€2[—=5 0 -3 114
SN >

-5 0 -3 1 0 1 0 1

Solucion:|(xq, x,,x3) = (—% 1,0) +t (—g 0,1)

La solucion es la ecuacion paramétrica vectorial de la recta.




Ejemplo Escriba las ecuaciones de la recta coincidente con el

eje x.
Dos puntos que pertenecen al eje x son los puntos (0,0,0) y (1,0,0).
Ecuacion parametrica vectorial de la recta:

X = k(1,0,0)

Ecuaciones paramétricas escalares:

. . =0
Ecuaciones cartesianas: {y 0
7 =




Plano
Sean P, Q y R puntos no alineados.

XeEne=X-—P=10Q—-P)+uR—-P)
()

Ecuacion parameétrica
vectorial del plano

X=P+AQ—-P)+ ulR—-P)

vectores
directores de

R

< &
1

Q—P"
R—-P

A y u: parametros




Dada la ecuacion parameétrica vectorial de un plano, se puede

escribir una ecuacion por cada componente:

X=P+Au+uv Ecuacion parameétrica
vectorial del plano

X =p; + Auy + uvy | Ecuaciones
y = p, + Au, + pv, | parametricas
Z = p3 + Aus + uvy | escalares del plano

Dos planos son paralelos si los vectores directores de cada uno son

combinacion lineal de los vectores directores del otro.



g—

m:X =(-23,1) +a(23,1) +f(3,-1,0)

Ejemplo
Sean los planos -

1 X = (2,0,—1) +y (5,2,1) + 6 (0,~1,0)
Determine si los planos son paralelos. ¥ v
Veremos si u y v son combinaciones lineales de u” y v’".
vw=yu +ov?
5y = 3
[I:<2y—6 =-1

14 = 0
Los sistemas [ y Il son incompatibles, por tanto, los vectores u
y ¥ no son combinaciones lineales de u” y v’".

L.os planos no son paralelos.




Ecuacion cartesiana del plano

Sean las ecuaciones paramétricas escalares de un plano:

X =P1-

_Aul_

- uv,; Considerando los parametros como

y = p, + Au, + uv, incognitas se puede escribir el siguiente

Z =P3-

- dus -

- uv,  Sistema de ecuaciones lineales:

UA +vu =x —p1  Alresolver el sistema, la condicién de
UpA + V4 =y — P2 compatibilidad es
Ud + V3l =z — p3

Ecuacion cartesiana

Ax+By+Cz+D =0
del plano




Ejemplo ge3p 4

= (=1,2,3); B = (0,-2,1); C = (1,0,1)

Escriba todas las ecuaciones del plano definido por A,By C.

Ec. param. vectorial:

X = (=1,2,3) + t(1,—4, —2) + k(2,—2,—2)

Ecuaciones parameétricas escalares:

x=—14+t+ 2k

y=2—-4t—-2k|=m{-4t—-2k=y—-2=|—-4 -2 y-—2

z =3 —2t — 2k

@[l 2
€21

E))O 6 4x
€31 10 2 2x

t+2k=x+1 1 2 x4+ 1

—2t—2k =2z—3 -2 -2 z-—3.

ERWETR o
e es; 10 6 Ax+y+2

0 0 Zx_1 4,00
' ] 3* T3/ 7473

Para que el sistema sea compatible debe cumplirse:

2/3x —1/3y + z —°/3 = 0|Ecuacién cartesiana del plano




Ejemplo Sea la ecuacion cartesiana de un plano 2x — y = 3.

Encuentre las ecuaciones parameétricas.
Consideremos el sistema de ecuaciones lineales: 2x —y = 3.

(1/2)
e
Matriz aumentada: [2 -1 0 3]—[1 -1/, 0 3/)]

Solucion:

(x,y,2z) = (g, 0,0) +t G, 1,0) + k(0,0,1) |Ecuacion paramétrica

vectorial del plano




Interpretacion geométrica de los coeficientes de las ecuaciones

_ C
cartesianas =
(a) b) X ‘OV
Seaax + by =c (1) ‘
., . y)
la ecuacion cartesiana de una recta r de R=<. X=(x7v)

Sea P = (p{,py) € r, porlo que

apy + bp, =c (2)
Restando miembro a miembro las igualdades (1) y (2):

P = (pl' pZ)

a(x —p;) + b(y — p,) = 0 que puede escribirse como

(a,b).(x = p1,y —p2) = 0,porlo que (a,b) L (x —py,y — p2)
Como X — P es un vector que tiene la direccion de la recta r, resulta

que el vector (a, b) es perpendicular ar.



Interpretacion geométrica de los coeficientes de las ecuaciones

cartesianas

Seaax +by+cz=d

la ecuacién cartesiana de un plano mde R°. 2SN OREINEIN

Sea P = (pq,p,,p3) E T. m:ax + by + cz

Con el mismo procedimiento que el empleado para el caso de una
recta de R?, se concluye que (a,b,c) L (x —p{,y — 15,2 — D3)
Como X — P es un vector del plano m, resulta que el vector

(a, b, c) es perpendicular a .




Interpretacion geométrica de los coeficientes de las ecuaciones
cartesianas

N\ "

ax+by+cz=d

by +cz=d
Sean{ ax + by + cz
Vm:ax+by+cz=d

las ecuaciones cartesianas de una recta r de R3. Cada una de las
ecuaciones es la ecuacion de un plano. La recta es la interseccion
de ambos planos. Los vectoresu = (a,b,c)yv = (a’,b’,c”) son
perpendiculares a cada plano. El vectorw = u X v es

perpendicular a u y a v, por tanto, tiene la direccion de la recta r.




Ejemplo

Sealarectar: 2x —y = 4 de R?.

Halle la ecuacion de una recta r’, que sea perpendicular a r y que
pase por el punto P = (3, —1).

Ecuacion parameétrica vectorial de

X=P+tv
P=@G-1) v=(2-1)
r:X=03,—-1)+t2,—-1)




Ejemplo Sea elplanom: 3x—y+z =2.

Halle la ecuacion de una recta r, que sea perpendicular a T y que

pase por el punto P = (0, —3,1).
Ecuacion parameétrica vectorial de r:

X=P+tv
P=(0,-31) v=(3,-11)
r: X =(0,-3,1) +t(3,—1,1)




Ejemplo

Sea larectade R3 r:-
3x

X+y

\

ylz

Halle la ecuacion de un plano 7, que sea perpendicular a r y que

pase por el punto P = (0, —3,1).

Vector w perpendicular a «:

w=uxv;,; u=(11-1); v=(3-11) It

r

N

w = (2,—4,—4).Se puede adoptar: w = (1,—2,—2)
m:x —2y—2z=d;dadoqueP em:(0) —2(—3)—2(1)=4=d

En definitiva la ecuacion del plano m es :

Xx—2y—2z=4




Interseccién y paralelismo de rectas de R*
1 2 3
Rectas concurrentes: Rectas paralelas no Rectas paralelas
Las rectas tienenun  coincidentes: coincidentes:
unico punto en Las rectas no tienen Las rectas tienen
comun puntos en comun infinitos puntos
en comun




Ejemplo Seanlasrectasr:2x —y=1 y 7r:x=4.

Determine la posicion relativa de ambas.

Formamos un sistema con las dos ecuaciones:

x =4
@x—y=1

4

[1 0 4]%_123-1 0 4]«92(:3[1 0 4
2 -1 1 0 -1 -7 0 1 7

La solucion es unica por tanto|las rectas son concurrentesl El punto

de interseccion es la solucioni ! = (4,7).




Ejemplo

Seanlasrectasr:2x —y=1y r: X =(4,7) + k(1,2).

Determine la posicion relativa de ambas.

Introduciremos los valores de x y de y, de la ecuacion parametrica,
en la ecuacion cartesiana.

2(4+ k) — (7 + 2k) = 1 nos queda un sistema de una ecuacion con
una incognita.

0k = O El sistema tiene infinitas soluciones: k € R. Por tanto,

las rectas son paralelas coincidentes.




Ejemplo

Seanr: X = k(1,-2)yr: X = (4,7)
Determine la posicion relativa de ambas.

De r obtendremos la ecuaciéon cartesiana.

x =k 1 ., . _ 1
{y — ok = k =x = —5Y Ecuacion cartesiana: x + Sy = 0

Introducimos x e y, de la ecuacion paramétrica en la cartesiana:

(4 —k) + % (7+2k) =0 = 0k = — 175 Sistema incompatible.

Las rectas son paralelas no coincidentes.




Interseccién y paralelismo de rectas de R3

| 2 3 4\
/

Rectas Rectas Rectas Rectas

concurrentes:  paralelasno  paralelas alabeadas:

Las rectas coincidentes: coincidentes:  Lasrectas no

tienen un Lasrectasno Lasrectas tienen puntos

unico punto tienen puntos tienen infinitos €N comun y no

en comun en comun puntos en son paralelas
comun




Ejemplo
JETP rectas de R3.

Sean r: {

x—y=1 ,|x—-z=0
y+z=0yr' yv+z=1"’
Determine la posicion relativa de ambas.

Formamos un sistema con todas las ecuaciones: _
1 -1 0 1° 1 -1 0 1 El sistema es

0 1 1 0|& e|0 1 1 0 incompatible, no

1 0 -1 of & 0 0 -2 -1 tienen puntos en

0 1 1 1. 0 0 0 1 . comun.
Son paralelas no coincidentes o alabeadas, segun si los vectores

directores son paralelos o no.
Los vectores directoressonu = (—1,—1,1); v = (1,—1,1); se obtienen
con el producto vectorial de los vectores cuyas componentes son los

coeficientes de las ecuaciones cartesianas de las rectas. Los vectores no
son paralelos, por lo quellas rectas son alabeadas.




Interseccion y paralelismo de rectas y planos
| 2

La recta es

paralelaal planoy ~ Larectaesta

no esta contenida contenida en el
en éel. No tienen plano. Tienen
puntos en comun. infinitos puntos

en comun.

El plano corta a
la recta en un
punto. Tienen
un unico punto
en comun.




Ejemplo g.., X = (1,0,2) + t(=1,0,1) ym: 2x — z = 1.

Determine la posicion relativa de ambos.

Introducimos la ecuacion parametrica en la cartesiana:
21l—-t)—2+¢t)=1

. . . 1
Obtenemos el sistema: —3t = 1, cuya unica soluciones t = — >

Reemplazamos en la ecuacion parameétrica el valor hallado de t:

1 4 5
I = (1,0,2) —§(—1,0,1) —_ §,O,§

El plano corta a la recta en el punto [ = (g 0, g)




Interseccion y paralelismo de planos

1

Los planos son
paralelos no
coincidentes. No
tienen puntos en
comun.

2

Los planos son
paralelos
coincidentes. Tienen
infinitos puntos en
comun. La
interseccion es un
plano.

Los planos se

cortan. Tienen
infinitos puntos en
comun. La
interseccion es una

recta.




Ejemplo goopm: x—2z=1 y el plano p definido por los ejes x e
y. Determine la posicion relativa de ambos.

Ecuacion cartesiana del plano p: Puesto que el eje z es

perpendicular a p, el vector (0,0,1) es perpendicular al plano, por lo
que la ecuacidn cartesiana es z = d. Como (0,0,0) € p, 0 = d; yla
ecuacion de p es: z = 0.
x—z=1

z=0
La soluciéon es X = (1,0,0) + £(0,1,0) que es la ecuacion de una
recta, por lo que los planos se cortan.

Resolvemos el sistema {




Distancia de un punto a una recta en R?

Se desea hallar la distancia de un punto P aunarectar.

Procedimiento . P
1. Trazamos unarectar’, perpendicularar,
que contenga a | punto P.
2. Hallamos la interseccion entrer y 7.
Q = r Nnr’ es el punto de r mas cercano a P.

3. Determinamos la distanciade P a Q: d(P, Q).




Ejemplo Seanr: x—y =1y P = (3,1).

Calcule la distancia entre ambos.

1. r: X =(31)+t(1,-1)

2. rnr: B+t)—(1—-¢t) =1
1

2t=-1=t=—- Q=@ED-51-D=33)

5 3

5,5) punto de r mas cercano a P.

3. d(P,Q)=HQ—P”:H( : 1)H:\J

2’2




Distancia de un punto a una recta en R>

Se desea hallar la distancia de un punto P aunarectar.

Procedimiento

1. Trazamos un plano mi, perpendicular a r,
que contenga a | punto P.

2. Hallamos la interseccion entre r y .
Q = r N« es el punto de r mas cercano a P.

3. Determinamos la distanciade P a Q: d(P, Q).




Ejemplo

Seanr: X =(—1,3,2) + k(1,0,1)y P = (3,1,0).
Calcule la distancia entre ambos.

1. m: x+z=d;, Pem: 3)+(0)=3=d;m: x+z=3
2. rnm (14+k)+Q2+k) =3

2k=2=>t=1 Q =(-1,3,2)+(1,0,1) =/(0,3,3)

punto de r mas cercano a P.

3. d(P,Q) = [|Q — P|l = I(=3,2,3)]| = /(=3)2 + 22
=22




Distancia de un punto a un plano

Se desea hallar la distancia de un punto P a un plano .

Procedimiento

1. Trazamos unarecta r, perpendicular a m,
que contenga a | punto P.

2. Hallamos la interseccion entre r y .
Q = r N« es el punto de T mas cercano a P.

3. Determinamos la distanciade P a Q: d(P, Q).




Ejemplo Sean:2x—y+z=2 y P = (3,1,0).
Calcule la distancia entre ambos.

1. »» X=(3,10)+k(2,—-1,1)

2. rnm: 23+2k)—(1—-k)+ (k) =2

1 1 3 1
6k=-3=k=->; Q=310 -52-11)=(27-5)

2
punto de m mas cercano a P.

3. de,Q) = lle - Pl =||(-1.2,-2)| =




