Practico 8: Rectas y Planos

Practico 8: Rectas y Planos

Ejercicio 1
Encuentre el vector director de la recta que pasa por los puntos P; = (2,1,1) y P, = (3,5,4):

Respuesta
v=P — P, = (2,1,1) — (3,54) = (—1,—4,—3) vector director de la recta.

Ejercicio 2
Obtenga en R3 todas las ecuaciones de una recta definida por dos puntos.

Respuesta
Sean P = (p1, 02, P3); Q = (q1,q2,q3) € R3 puntos no coincidentes.

r
X = (x,y, z) pertenece a la recta definida por los puntos P y Q siy solo si los vectores X — Py Q — P son paralelos:
XereX—-P=2Q—-P) (1)
En esta ecuacion A€R, se llama parametro. Para cada valor del parametro A se obtiene un punto de la recta r.
v=Q —P= (v;,v,,v3) eselvectordirectordelarectar.
Escribimos P en el segundo miembro de la ecuacién (1):
X =P+ A(Q — P) ecuacidon paramétrica vectorial de la recta.

Con cada una de las coordenadas escribimos una ecuacion:

X =p;+ Ay
y = p, + Av, ecuaciones paramétricas escalares de la recta en R3
Z = Pp3 + Av3

Si v, v,v370 (v no tiene ninguna componente nula) despejamos A de cada una de las ecuaciones escalares y luego

igualamos:

X— - VA . . . 4. . . .
A= vm = yvpz = vp3 ecuaciones cartesianas (forma simétrica). De las tres ecuaciones, dos de ellas son suficientes
1 2 3

para definir una recta.
Tomando dos igualdades cualesquiera de las tres que se tienen:
{vz(x —p1) =v1(y —p2)

v3(y — p2) = v,(z2 — p3)

{sz — VY —Vp1 Fvip2 =0
U3y — VZ —VU3py +v2p3 =0
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En estas ecuaciones se tiene un coeficiente multiplicando a cada coordenada y un término independiente, por lo que

se puede escribir:

ax+by+cz=d . . 3 :
ecuaciones cartesianas de la recta en R” (son dos ecuaciones).

ax+by+cz=d

Ejercicio 3
Para los siguientes pares de planos de R3, determine si son paralelos (coincidentes o no) o se intersectan. En este Gltimo
caso escriba la ecuacidén paramétrica vectorial de la recta interseccion.
a) m:X=(-2,71)+s(35-2)+ t(—1,1,0)
m: X =1(00,1) + a(2,1,2) + (4,4,-2)
Respuesta

Ecuacién cartesiana de m1:
3 5 =2
Llamemos u y v a los vectores directores de 7. uxv:|-1 1 0 |uxv=(228)

u X vesunvector perpendicular al plano w1, sus componentes son los coeficientes de la ecuacidn cartesiana de ;. Se
puede tomar, para mayor simplicidad, un vector paralelo, el vector (1,1, 4).
m: x +y+ 4z =d
Para obtener el término independiente d, utilizamos un punto cualquiera P del plano.
Las coordenadas de P deben verificar la ecuacién del plano.
El punto P lo obtenemos de la ecuacion paramétrica de nt1, P = (—=2,7,1).
(-2)+ (M +4(1)=9
mrx +y+4z =9
1 MT,: reemplazamos en la ecuacion cartesiana de 7, las coordenadas x, y, z de la ecuacion paramétrica de m,:
x+y+4z =9
(2o+4B)+(o+4B)+4(1+20-23)=9
110+0p=5
El sistema resolvente que corresponde a esta uUltima ecuacion es:
1 a+ 0B=5/11
La solucidn es (a,3)=(5/11,0) + A(0,1) reemplazamos la incégnita no principal 3 por el parametro A.
Reemplazamos la solucidn en la ecuacidn paramétrica de m,:

X = (0,0,1) + (5/11)(2,1,2) + A(4,4,—2) =

10 5 21
X - (HIEIH) + /1(4'!4'i_2)

Como la interseccién es la ecuacion de una recta, los planos se cortan.
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Ejercicio 4
Sealarectar: (x,y,z) = k(1,—1,1) y el punto A = (0,1,1).
Se pide: a) El punto de la recta mas proximo al punto A.

b) La distancia entre el punto Ay larectar.

Respuesta
a) Punto de la recta r mas proximo a A:
1) Trazamos un plano 7 por el punto A perpendicular a la recta r.
Las componentes del vector director de la recta r (es decir el vector v=(1,-1,1))
son los coeficientes de la ecuacion cartesiana del plano .
m o x-y+z=d
Para hallar el término independiente d, reemplazamos en la ecuacidon del plano las coordenadas de un
punto del plano (el punto A).
(0)-(1)+(1)=0=d=0
mx-y+z=0
2) Ahora buscamos la intersecciéon de la recta con el plano.
Para esto reemplazamos las coordenadas de la ecuacidn paramétrica de la recta en la ecuacién
cartesiana del plano.
rom: (k) -(-k) + (k) =0
Resolvemos la ecuacion:
k=0.
Para hallar el punto Q, punto de r mas cercano al punto A, reemplazamos el valor de k hallado en la
ecuacién paramétrica de la recta r:
Q=0(1,-1,1)=(0,0,0) este es el punto de r mas cercano a A.

b) DistanciaentreAyr:

d(4,Q) = 1Q — All = 11(0,0,0) — (0,1, )]l = [1(0, -1, -1)|| = /(-2 + (-1)2 =2

Ejercicio 5
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Considere el plano en R® dado por la ecuacién 7: (x,y,z) = (—6,1,0,) +s(—1,1,3) + t(2,0,—5). Para la recta
li: (x,y,2z) = (5,—2,0) +t(1,2,—1); determine si es paralela al plano (contenida o no) o si se interseca al plano en
un punto, en cuyo caso debe indicar el punto.
Respuesta
X =(-610) +s(—1,1,3) +t(2,0,-5)
l1: X =(5,-20) +t(1,2,-1)
Para determinar si el plano y la recta son paralelos (la recta esta contenida en el plano o es paralela y no esta contenida
en el plano) o si se intersectan, buscamos la interseccion entre ambos.
Si lainterseccidn fuera un solo punto, entonces la recta y el plano se intersectan en un punto.
Si lainterseccidn fuera un conjunto de infinitos puntos, entonces la recta estd contenida en el plano.
Si la interseccién fuera el conjunto vacio, entonces la recta es paralela al plano y no estd contenida en él.
Para resolver mas sencillamente el problema, a partir de la ecuacién paramétrica vectorial del plano obtendremos la
ecuacion cartesiana.
Ecuacidn cartesiana de m:
Vectores directores de m: u=(-113) v wv=(20-5)
uxv = (=5,1, —2) vector perpendicular a «.
Los componentes de uxv son los coeficientes de la ecuacion cartesiana de .
—Sx+y—-2z=d
Para determinar el término independiente d, reemplazamos en la ecuacién cartesiana de 7 las coordenadas de un
punto del plano. Para esto utilizamos el punto (—6,1,0) que se obtiene de la misma ecuacién paramétrica vectorial del
plano.
—5(—6) + (1) — 2(0) = 31=d =31
m =5 +y — 2z =31
Ahora buscaremos la interseccion de la recta con el plano.
Reemplazaremos las coordenadas de la ecuacion paramétrica de la recta en la ecuacién cartesiana del plano.
X=(5,-20) +¢t(1,2,-1)
—50G+t) + (—2+4+2t) - 2(-t) = 31
t =58/21
Q =(5-2,0) + (58/21) (1,2,-1)
Resolviendo esta Ultima expresidn se obtienen las coordenadas del Unico punto interseccion. Esto significa que la recta

y el plano se intersecan en un punto.

Ejercicio 6
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Escriba la ecuacién cartesiana de una recta que pasa por el punto (1,2,—1) y es perpendicular
alplano m 2x +y — 2z = 3.

Respuesta

Ecuacidn paramétrica vectorial de una recta:

X=P+tu

Para escribir esta ecuacion se requiere un punto cualquiera P de la recta y un vector director u.

P puede ser el punto por el que debe pasar la recta, el punto (1,2, —1), pues este punto debe pertenecer a la recta.
P=(12-1)

El vector director u es un vector perpendicular al plano i, pues u tiene la misma direccion de la recta.

Las componentes de u se pueden obtener de la ecuacidn cartesiana de m, ya que los coeficientes de esta ecuacion son
las componentes de un vector perpendicular al plano. Entonces

u=(21,-2)

La ecuacion de la recta finalmente es

X=(12-1) + t(21,-2)

Ejercicio 7

Halle la ecuacién del plano paraleloam: 5x — y + 4 = 0 que pasa por el punto P = (1,0, —3).

Respuesta

Todos los planos paralelos tienen los respectivos coeficientes de x, y, z de sus ecuaciones cartesianas proporcionales
entre si. En particular, esos coeficientes pueden ser iguales.

Entonces un plano paralelo a m es:

5 —y =d

Para hallar d reemplazamos las coordenadas de P en la ecuacion:

5() —(0) =d =5, esdecirqued = 5, porloque la ecuacidn del plano paralelo a  que pasa por el punto P es

5 —y =5

Ejercicio 8

y+3z=0

2x—y=1 yelplanom: X = (1,0,2) + t(—1,3,2) + k(0,2,1) .

Sean la recta r:{

Halle la interseccidén entre ambos, r N 1.
Respuesta
Introducimos las coordenadas de la ecuacién paramétrica en las ecuaciones cartesianas.

(Bt+2k)+3Q2+2t+k) =0
{ 2(1—t)— (Bt +2k) =1
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Haciendo las operaciones el sistema queda asi:

{9t+5k=—6
—5t—-2k=-1

Resolviendo el sistema se obtiene: § = (t, k) = (g, — 3—79)

Reemplazamos los valores de t y k en la ecuacion paramétrica del plano y se obtiene:

Q:

10 51 9 . L
Ty Punto interseccién entre la recta y el plano.

Ejercicio 9
Sea el plano m: 2x+y-2z=3 y el punto P = (—1,2,3).

Halle la distancia del punto al plano.

\

Respuesta

1) Recta r, perpendicular al plano y contiene al punto P.
rX=P+k(21,-2)=(-123)+ k(2,1,-2)
2) Interseccion de la recta y del plano.
2(-1+2k)+(2+k)—2(3—-2k)=3
Resolvemos: k =1
Reemplazamos k en la ecuacién de la recta:
Q=(-123)+1(2,1,-2) = (1,3,1) este es el punto del plano mas cercano al punto P.

3) Distancia entre el plano y P:

d(P,Q) = lQ - Pll =121, -2)ll = y22 + 12+ (-2)2 = 3

Ejercicio 10
Seaen R?larectar:2x —y = 1lyel punto P = (1, —2). Halle la distanciade P a .

r P

Q
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1) Recta " perpendicular a r, que contiene a P:
El vector v = (2,—1) es perpendicular a r, por tanto, es un vector director de .
r:X=P+tv=(1,-2)+t(2,-1)

2) Intersecciénderyr:

20+2)—(-2-6) =1

3
=73
Reemplazamos este valor en la ecuacién de r':
0=1-2-2@-D=(-5 1)
5 5 5

a0 -0~ - (£ - [T+ -2



