CONTINUID -

[dea intuitiva: Una funcién es continua en x,, si su grafico no
presenta un corte o una interrupcién en ese punto.
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f(xg) =1L Af(xo) AL f(xo) #L

Prof. Ing. Civil Adolfo Vignoli




Funcidén continua en un punto
Definicion
Una funcion f es continua en un punto xy de su dominio si

VE>OD 36>0 / J|x—x<déd = 1f(x) — f(xol <E.

Nota: esta definicion se diferencia de la definicion de limite en que,

en esta, cuando x tiende a x, f tiende a f (x,); es decir, L = f(x,).

f es continua en xy si L = f(xg)




Discontinuidad evitable y = f(x)
Si f es discontinua en x, y existe el limite L L. ___ 0
de f en x,,la discontinuidad es evitable. i Evitable
Discontinuidad esencial gCo >
Si f es discontinua en X, y no existe el limite .

N y = f(x)
de f en x;, la discontinuidad es esencial. f(xg) b----- .
Nota: Si la discontinuidad es evitable basta ! Esencial
agregar un punto para que f sea continua. o >
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Ejemplo 1. Sea :R—{-1,1} - R;y = 2 _ 1
x—1
Y= Raices del denominador: x = 1yx = —1; son
(=D +1) puntos de discontinuidad pues en ellos Af (x).
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En x = —1 el limite no existe, !
la discontinuidad es esencial. 1

L = @
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En x = 1 el limite existe,
la discontinuidad es evitable.
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Para hacer un grafico aproximado de f, tendremos en cuenta los
siguientes elementos:
1. Dominio: D = R — {—1,1}; del conjunto R, descartamos los

valores que anulan el denominador.

1 11 f(x) . .
2. Paridad: f(—x) = ol e + {—f(x) no tiene paridad.
3. Puntos de discontinuidad, clasificacion: x = —1 (esencial); x = 1
(evitable).
4. Asintotas verticales: x = —1.
5. Raices: valores de Dy que anulan el numerador. No tiene raices.
6. Corteconejey: f(0) =1. —1
7. Signos: 1
m‘ _1 T
8. Asintotas horizontales: lim =0=y=0 o
too x + 1 continua | s




Ejemplo




2. 5ea frR—DRy=144 si0<x<2
x4 six > 2
Puntos donde cambia la definicion de f: x = 0, x = 2.

Enx=0: f(0)=4; l%)rpx=0¢l%)rp4=4 A _4///*
4}/_— S

A li(r)n f(x) = disc.esencial en x = 0.

Enx=2: f(2)=4

3 b 2
. . R T 2 2 . . //
lér_n4—4— l§r+nx =2)=4= hgnf(x)-4%

lign f(x) = f(2) = f escontinuaen x = 2




Funcidén continua en un intervalo abierto f,continua en (a, b)
f es continua en un intervalo abierto (a, b)

si f escontinuaenx,V x € (a,b).
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Funcion continua en un intervalo cerrado |a, b] a b

f continua en [a, b]
f es continua en un intervalo cerrado [a, b] 4, -

si f es continua en (a, b)

y limf(x) = f(@) ¥ limf(x) = f(b)

>

a x b R



Teorema: Algebra de funciones continuas

Sean f y g continuas en Xx.
Entonces f + g es continua en x,,

fg escontinuaenxy y

— es continua en x, si g(xy) # 0.

g
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Teorema: Continuidad de la funcion compuesta
S1 g es continua en xy y
f escontinuaenty, = g(xgp),

entonces [f o g](x) es continua en x,.

lim g(x) = g(xo)

& lim £(£) = f(@'

Fog lim £ (9()) = £ (g (xo))




Ejemplo Sean g]R—) R,g(X) =x+3;f:RZO — R:f(t) =\/?

g es continua en R pues limx + 3 = f(xy) = xo + 3 Vx, € R. |
X0

f es continua en R, pueslitm\/f = f(ty) =ty Vty, € Rs,. Entonces
0

|f o g] escontinuaenR._; pues imvx + 3 = f(g(xo)) = /X +3 Vx5 €E R._3
X0

Dfog = R§3 Y 21; = Ry / R

A

Xg ——»tyg =9g(xy) =xo +3—> f(g(xo)) T \/Xo + 3

~——_ X
feog -




Funcién continua

f es continua si es continua en todo su dominio.
y=x>+vVx—1

Las funciones algebraicas son continuas. _ 2x — 1

Las funciones racionales son continuas. ’ x4 —x+1

Las funciones trigonomeétricas son continuas.

] | . . y = sen (2x + m)
1.aS func10nes exponenc1ales Son continuas.

Las funciones logaritmicas son continuas. y = p X241
La composicion de estas funciones
es continua por el teorema anterior. y = 1n(2x + 1)

y = \/ln(Zx + 1)




Teorema
Sif escontinuaenxyya < f(xg) < b;

entoncesd Vs(xy) / a<f(x)<b Vx€Vs(xgy).

FOL o

fxo) [7177777 i a<f(x)<b




Corolario

Si f escontinuaenx,y f(xy) # 0,

entonces 3 Vs(xo) /  f(x) yf(xo)
tienen el mismo signo Vx € Vs(x,).

Sea f(xy) >0 ! y = f(x)

= e ek o o - - o o o - e e o e e ol

FOOL v
fleo) [ 77 =7 f(x)y f(xo) tienen el

_____________ L1 mismo signo.




Sea A c R.

A es un conjunto acotado superiormentesidc € R/x < c¢ Vx € A.

¢ se llama cota superior de A.

A es un conjunto acotado inferiormentesidc € R/x > ¢ Vx € A.

c se llama cota inferior de A.

A es un conjunto acotado si A es superior e inferiormente acotado.




Sea A C R, conjunto superiormente acotado.

S es supremo de A si S es la menor de las cotas superiores de A.

Sea A C R, conjunto inferiormente acotado.

I es infimo de A si I es la mayor de las cotas inferiores de A.

Sea A C R, conjunto superiormente acotado.

M es maximo de A si M es supremode Ay M € A.

Sea A C R, conjunto inferiormente acotado.

m es minimo de 4 sim es infimode Ay m € 4.




Ejemplo Sead = |[3,7) %

3
o
|
m

A es superiormente acotado. 8 es cota superior (hay infinitas).
A es inferiormente acotado. 2 es cota inferior (hay infinitas).
A es acotado.

3 es infimo y es minimo de A.

7 es supremo de A.

A no tiene maximo.




Sea f:Df — R; A C Dy

f es una funcién acotada superiormente sobre A si

dc € R/f(x) <c Vx € A. c sellama cota superior de f sobre A.

f es una funcion acotada inferiormente sobre A si

dc e R/f(x) = c Vx € A.c sellama cota inferior de f sobre A.

f es una funcién acotada sobre A si f es superior e inferiormente

acotada sobre A.




Sea f: D — R. A c Dy. f funcion superiormente acotada sobre A.

S es supremo de f sobre A si S esla menor de las cotas superiores de f

sobre A.

M es maximo de f sobre A si M es supremo de f sobre Ay
M = f(x) para algiin x € A.

Sea f funcion inferiormente acotada sobre A.

I es infimo de f sobre A si [ es la mayor de las cotas inferiores de f

sobre A.

m es minimo de f sobre A si m es infimo de f sobre Ay
m = f(x) para algiin x € A.




Ejemplo

2

Seaf:R—>R;y=e"".
f es funcion superiormente acotada sobre R.

3 es una cota superior de f sobre A (hay infinitas).

1
f es funcién inferiormente acotada sobre R. ~____— >~

O >
0 es una cota inferior de f sobre R(hay infinitas).

f es funcion acotada sobre R.
1 es supremo y maximo de f sobre R.

0 es infimo de f sobre R. f no tiene minimo sobre A.




Teorema

Si f es continua sobre |a, b], entonces f es acotada sobre [a, b]|.

Conjunto de N _l’f_f@f)_ _:

valores que toma { K '
4 _>

la funcion. Es un

conjunto acotado. !

>

f acotada sobre |a, b]



Ejemplo Si una funcion no es continua sobre un intervalo cerrado

la, b], no se puede garantizar que la funcién sea acotada.

y=f&)
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a X0 a 0

f no es continua sobre [a, b] f es continua sobre

f no es acotada sobre |a, b] un intervalo no cerrado [a, b)

f no es acotada sobre|a, b)




Teorema

Si f es continua sobre |a, b], entonces f tiene supremo e infimo

sobre [a, b].

Supremo de f : !
sobre [a, b] Y S A GO
_ ) [ - -
Infimo de f sobre : i f tiene supremo e
[a, b] L : _fnfimo sobre [a, b]
>
a b




Teorema del valor intermedio

Si f es continua sobre |a, b] , f(a) < f(b)
y teR / f(a)<t<f(b), entonces

dce (a,b) / f(c)=1.

)| T y = f(x)
c=f@p
1) R t=f(c)
I I S SN




Ejemplo Seaf:R > R;y =Inx.
Aplique el Teorema del valor intermedio a f en el intervalo [1, e].

Asigne a t un valor que cumpla con la hipotesis del teorema.

1. Verificacion del cumplimiento de las hip(’)tesif.
f es continuaen [1, e]

f)=0f(e)=1 f(A)<f(e) .

2. Comprobamos la validez del teorema:
Seat =1/,; f(1)<t<f(e).
1

t=f(c):%=1nc:\' ez =c

Secumple:1 <e<e= c€(le) .




Teorema de Bolzano
Si f es continua sobre [a,b] y f(a)y f(b) tienen signos opuestos,

entonces 3cE€ (a,b) / f(c)=0.

A

/()| "SR i

0 = £(¢) bt
G| 0 = f(c)




Ejemplo Seaf:R — R;y = x3 — 3x% — 2.

Dado que no se puede aplicar ningun caso de factoreo, aplicaremos

el Teorema de Bolzano para hallar una raiz. Sea c: raiz de f.

f(0)==-2;f4) =14 = ce(—2,4) f(x )‘

Seax; € (0,4).Sif(x1) <0, c € (xq,4). °
Sif(xq1)>0,c € (0,xq9).

f(2) =—-6 = ce(2,4)

f(3) =-2=ce(3,4)

f(3.5) = 4.125 = ce(3,3.5)

f(3.3) = 2.267 = ce(3,3.3) /

f(3.1) = —1.039 = ce(3.1,3.3)
f(3.2) = 0.048 = ce(3,1; 3,2); lo que significa que ¢ = 3,1




Teorema de Bolzano-Weierstrass
Si f es continua sobre |a, b], entonces f tiene maximo y minimo

sobre [a, b].

Maximo de f : !
sobre [a,b] | |1 Y=L
oM o __ I
Minimo de f : i f tiene maximoy
sobre [a, b] : ' minimo sobre [a, b]
@ >
a b




