4.9 EJERCICIOS RESUELTOS

Ejemplo 1.

Trazar la curva correspondiente a la funcion:

x*+3 X +3
¥ +4 (x-2)(x+2)

y=f(x)=

Solucion:

Determinemos los elementos fundamentales de la curva como son:

1.

Dominio natural de f (x).

Los tnicos valores de x para los cuales no existe la funcion son x=2 y x=-2
(valores de x que anulan el denominador). De esta forma: D = R~ {2,—2}.

. Interceptos:

x> +3

i. Coneleje x (sehace y=o en (1)) 0=— 4<:>X2+3=O
x f—

Esta tltima ecuacion no tiene Solucidn real, indicando con esto que la curva no corta
al eje x.

0> +3 3
ii. Coneleje y (sehace x=o0 en (1)): V= =——

0°-4 4

Asi que, la curva corta al eje y enel punto P(0,—4/3).

. Asintotas:
1. Verticales: son aquellos valores de x que anulen el denominador de (1). En este
caso, las rectas verticales x=2 y x= —2 son asintotas verticales de la curva.
x> +3 B

Ademas, Limf(x)= Lim—; +00
x—2" 2" x4 =4



x*+3

Lim f(x)= Lim = —00
x—2" x—2" x -4
x> +3
Lim f(x)= Lim =—00
x—>-2" x—>-2" x -4
x*+3
Lim f(x) = Lim = 400
x—>-2" x—>-2" x —4
ii. Horizontales:
x*+3
Como: lef (x) = L_l)m =1, se deduce que y =1 es una asintota
X—>00 x —_
horizontal de la curva.
x° +3 7
De otro lado, como, f (x) = 4 =1+ e se deduce entonces que los
J— x J—

valores de la funcion para Valores grandes de x en valor absoluto, son mayores
que 1, indicando con esto que la curva siempre esta por encima de la curva.

En la fig. 4.16 se indica el intercepto de la curva con el eje y, el comportamiento de
la curva cerca de las asintotas.

fig 4.16

fig. 4.16



iii. Oblicuas: No tiene. ;Porqué?.
4. Intervalos donde crece y decrece la curva. Extremos relativos.

Para ello, se hace el anélisis de la primera derivada.

X —4)—2x(x2+3)_ —14x

,x:2x( _
S

2
Como (X2 - 4) >0 (positivo), el signo de la derivada, solo depende del signo del
factor (-14x). Asi:

Signode (-14x) 0 Signode f’(x) Attt - oo - - oo oo - -

El diagrama indica que: f(x) es creciente en (— oo,O]
f(x) es decreciente en [0,+oo)

En consecuencia
= 0, corresponde a la abscisa de un punto maximo relativo.

(o f(O))chP (0,-3/4).
5. Intervalos de concavidad. Posibles puntos de inflexion.

Para ello, se hace uso de la segunda derivada.

4 42x* +56
f(x) ( _4) f () (x_2)3-(x+2)3

Como 42¢x* +56>0 (positivo), el signo de la segunda derivada depende del signo
de los factores del denominador.

Signode (x—2) ---c----coooo-- e e e e o

Signode (x+2)° ------- | - A

Signode f”’(x) ++t+ttttt+t|[------- [
-2 2



El signo de la segunda derivada indica que:

f(x) es concava hacia arriba (+) en (- o0,—2)U (2,40)
f(x) esconcava hacia abajo (-) en (— 2,2)

En los puntos x=-2 y x=2 Ilaconcavidad cambia de signo, indicando con esto
que hay “inflexiéon” pero, no existe punto de inflexion (;Porqué?).

La fig. 4.17 recoge toda la informacion obtenida y proporciona una muy buena
aproximacion a la grafica de la funcioén dada.
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fig 4.17
fig. 4.17

Ejemplo 2.

Trazar la curva correspondiente a la funcion:



y=f(x)=

(x+1  x* +3x +3x+1
5= (1)

(x 1)2 x* =2x+1
Solucion:

1. Dominio natural de f{x):

El tnico valor de x parael cual noexiste f es x=1 (valorde x queanulael
denominador). Asique D, =R-— {1} = (— 00,1) U (1,+oo)

La funcidn es continua paratodo  x#1,  por ser el cociente de dos polinomios.

2. Interceptos:

(x+1)°
1. Coneleje x (sehace y=0 en (1)): 0=( 1)2 = x=-1. Luego el punto
x_

P(~1,0) es el intercepto de la curva con el eje x.

- . 0+1)
ii. Coneleje y (sehace x=0 en (1)): y=(0_1)2 =1. Luego el punto Q(O,l)

—_

es el intercepto de la curva con el eje .
3. Asintotas:

1. Verticales: El tnico valor de x que anula el denominadores x=1 yestaesla
unica asintota vertical de la curva.

De otro lado:

3 >4
Lim ()= Lim ™ 1)2 ) 40
x—1* x—1* (x — 1) —> l‘lende, a,0(+)

3 >4
Lim f(x) = Lim et 1)2 Hends @) s 4o
x—1 x—l1 (_x — 1) —> tlend@ a,O(‘}_)

ii. Horizontales: No tiene (;Porqué?).

iii. Oblicuas: Como el grado del numerador es 3, una unidad mas que el grado del
denominador que es 2, la curva tiene una asintota oblicua de la forma y = mx + b.



Para determinarla, se efectia la division entre el numerador y el denominador y se
obtiene:

X +3x +3x+1 12x -4
: =(x+5+—-—"
x°—=2x+1

x*—2x+1
Asique y,=x+15 eslaasintota oblicua de la curva.

Para estudiar el comportamiento de la curva ‘“cerca” de la asintota se estudia la
diferencia: y. —y,, paraunmismo valorde x.

Donde y.: laordenadadelacurvay ),: ordenada de la asintota.

Esto es,
x* +3x% +3x+1 12x—4
5 —(x+5):27
x°=2x+1 x°=2x+1

Ye=Va=
Si x>0, entonces, y.—y,>0, indicando con esto, que para valores grandes

de x (positivos), la curva esta por encima de la asintota.

Si x <0, entonces, y.-—y,<0, locualindica que para valores grandes de x
(negativos), la curva esta por debajo de la asintota.

En la figura 3 se ilustra los interceptos de la curva con los ejes coordenados, asi
como también el comportamiento de la curva “cerca” de las asintotas.
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4. Intervalos donde crece y decrece la curva. Extremos relativos.

Para ello se hace el analisis del signo de la primera derivada.

:3(x+1)2(x—1)2 —2(x=D(x+1)’ :(x+1)2 -(x-5)

/o (x-1)° (x-1)°

El signo de f’(x) depende de los signos que poseen los factores (x—35) y (x—1)°,
puesto que (x + 1)* es siempre positivo.

Signode (x—5) =-------------o------ e ——
5
Signode (x-1)° ------- | bbb
1
Signode f’(x) AttHttHH{------------- -+
1 5

El signo de f ’(x) indica:

f crece en los intervalos (— oo,l] y [5,+oo)
f decrece en el intervalo (1,5]

x =1 corresponde a un maximo relativo. P, (1, f(l)) =P, (1,0)
x =35 corresponde a un minimo relativo. P, (5, f(5)) =P (5,13 .5)

5. Intervalos de concavidad. Posibles puntos de inflexion

Para ello se analiza el signo de la segunda derivada f”’(x).

24(x +1)

="

El signo de f”’(x) solo depende del signo del factor (x + 1), puesto que 24 'y
(x—1)* son siempre positivos.

Signode (x+1) ------ [+ Signode £70(x)

El signo de f “’(x) indica:

f(x) es concava hacia abajo (m) en (— oo,l]



f(x) esconcava hacia arriba (U) en [-1,400).

El punto P, (— Lf (—1)) corresponde a un punto de inflexion, es decir en P, (— 1,0)
la curva cambia de concavidad.

En la fig. 4.19 se traza la curva con todos los elementos asi obtenidos

Ejemplo 3.

Trazar la grafica de la funcién: y = f(x)=2senx+cos2x (1), para x en [0,27r]

Solucion:

Como solo interesa la parte de la grafica correspondiente al intervalo [0,272'], solo se
tiene en cuenta para su analisis los siguientes elementos:



1. Continuidad:

La funcion es continua en el intervalo [0,2z] por ser suma de funciones continuas

2. Interceptos:

i. Coneleje x (sehace y=0 en (1)) y seresuelve para x.

2senx +cos2x =0 < 2senx +1—2sen’x =0
& 2sen’x —2senx —1=0

Al resolver la ultima ecuacion reducible a cuadratica, se obtiene por la férmula
general:

2+-/4+8 1+4/3
4 2

senx =

., 1+-/3 ., .
La ecuacion senx = — carece de solucion (;Porqué?).

Si senx = , entonces x~7+037 y x=27-037

Luego, los interceptos de la curva con el eje x, son los puntos:
P(r+037,0) y P,(27-037,0)
ii. Coneleje y (sehace x=0 en (1)). Asi y=2sen0+cosO=1.
3. Intervalos donde crece y decrece la curva. Extremos relativos
Se obtienen analizando el signo de la primera derivada o f(x).
f'(x)=2cosx — 2sen2x =2 cos x — 4senx - cos x
f'(x)=2cosx - (1 - 2senx)

El signo de la derivada depende del signo de los factores cosx y 1—2senx enel
intervalo  [0,27].

cosx  es positivo, si x  pertenece al primero o al cuarto cuadrante, es decir,
cosx>0 si xe(0,7/2)u(37/2,27).



cosx  es negativo, si x  pertenece al segundo o al tercer cuadrante, es decir,
cosx<0 si xe(zr/237/2).

1 . T Sm .
Ahora, como senx>— siempre que s <x< rE se deduce que 2senx>1 si

xe E,S—ﬂ <1-2senx<0 st oxe E,S—ﬁ )
6 6 6 6

., 1 ) Vs , hY/4 ,
También, senx < 5 siempre que 0<x< p 0 3 <x<2m, asi que

1-2senx>0 si xe(O,Zju[sg,Zﬂ'j.

Al llevar esta informacion al diagrama adjunto se puede escribir:

Signo de (2cosx) N 4444
en el intervalo  [0,27] 0 z 3 2
2 2
Signo de (1 — 2senx) R PR e+ttt o+
en el intervalo [0,27] 0 z S 2
6 6
Signo de f"(x) i e ol P i I e H+++++++
en el intervalo [0,27] o = LA 37 2
6 2 6 2

Elsignode f '(x) indica que

x) es creciente en los intervalos: O,z , z,s—ﬂ , Y, 3—”,27[
S (x) 6 y

f(x) esdecreciente en los intervalos: {Z,Z} Y, [5”,3”}

Del diagrama anterior, se puede concluir también que:

1 . . . T 3 .
X = E corresponde a un maximo relativo, es decir, P g,g €s un punto maximo

de la curva



Y4 . ] ) 3
x:Z corresponde a un maximo relativo, es decir, Q| —,= es un punto

maximo de la curva

x= 5 corresponde a un minimo relativo, es decir, R 5 ,1| es un punto minimo de

la curva

) RY/4 .. . ) RY/4
Finalmente, x= 7 corresponde a un minimo relativo, es decir, 7T [2 ,—3} es un
punto minimo de la curva
. Intervalos de Concavidad. Puntos de inflexion

Para ello se analiza el signo de la segunda derivada: f''(x).

f"(x)=—-2senx —4cos2x
= —2senx — 4(1 — 2sen’x)
=2(4sen’x — senx —2) (2)

Para hallar los posibles puntos de inflexion, se resuelve la ecuacion:  f''(x) =0.

Es decir,
2(4sen’x — senx —2) =0

Resolviendo esta ultima ecuacion reducible a cuadratica, se obtiene:

1+J§

~0.84
8

Senx = 3)
L= 8@ ~-0.59

Mediante una calculadora, o una tabla de funciones trigonométricas, se pueden obtener
los siguientes valores aproximados de x:

x=1; x=x—1 x=m+0.63 y x=2m—0.63

Para determinar si estos valores de x corresponden a posibles puntos de inflexion, se
hace necesario analizar el signo de la segunda derivada

f"'(x) =2(4sen’ x — senx — 2)



Los valores dados en (1), permiten escribir f''(x) asi:

1+J§ . _1—@
] senx ]

f"'(x) =2(4sen’ x — senx —2) = 2[senx -

Mediante consideraciones similares a la hechas para  f'(x), se puede obtener la
informacion que aparece en el diagrama siguiente:

Signo de {senx—l+g/§} ------- e e e g
0 1 r—1 2r
Signo de {senx—l_:g} e e+ + o+
0 7+ 0.63 27 —0.63 2
Signode f''(x) = o------ HF++++]----- |+++++++++H------
0 1 -1 7 +0.63 27 —-0.63 2z

El signode f''(x) indica que:

f(x) esconcava negativa (n) en: [0,]]U[z —1,7 +0.63]U[27 - 0.63,27]
f(x) escéncava positiva (U) en: [l 7—-1]u[z+0.63,27-0.63]

Ademas, se obtienen los siguientes puntos de inflexion:

(1L1.27); (7 -1,1.49); (7+0.63,-0.87) vy (27 - 0.63,-0.87)

Con la informacién dada en los cuatro puntos anteriores, se puede trazar una buena
aproximacion a la curva correspondiente, como aparece en la fig.



y=x+5

x’%
(0.1} /
= I T \ﬁ/ I ox
g3 3 2

fig 4.20



