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INTEGRALES INDEFINIDAS

METODO DE INTEGRACION

Ejercicios resueltos

a) Integral Inmediata
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b) Integracion por regla de cadena (semi-inmediata) Sustitucién Directa.
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dx 1 dx
Ia2+x2 —gf W) Sustitucion
(1+() ] X
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a
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5)
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6)

[ (cos® x+x°)(cos” x.sen(x) - x*) = —%(cos3 x+x°) +C

7)

p4x . pix 1 »
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= +C
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J‘ 2X+1 y =
IYx®+x+1 u=x>+x+1
du du = (2x+1)dx

o e

11)

J.\S/2+cos X.senxdx = —% 3 (2+cos x)4 +C

—;”(xszXJrl)2 +C

c) Método de Integracion por partes

El método de integracion por partes esta basado en el siguiente teorema:

Sify g son dos funciones derivables y si f y g’ son funciones continuas, entonces:

[ (g (x)dx=f(x)g(x)-[ f'(x)g(x)dx ()
Observacion:
) A los fines préacticos se suele utilizar la siguiente férmula para la integracion
por partes:

Si u=f(x)—>du=f'(x)dx
v=g(x)—>dv=g'(x)dx sustituyendo todo esto en (1) obtenemos

Iudv =Uuv— _[ vdu
1)} El propdésito de usar el método de integracion por partes es el de realizar
una integral mas simple Jvdu que la original Iudv

1)) Procedimiento:
a. Seeligecomo u=f (x) a la funcién que no sea tan complicada de

calcular su derivada.
b. Se elige como dv=g '(x)dxa la expresion que se pueda integrar

facilmente para obtener v
c. Se verifica si la eleccion es adecuada cuando al calcular la integral

_[vdu sea menos complicada que la integral original J.udv

Veamos algunos tipos en los que se pueda aplicar la formula para integrar por partes:
Tipo A
Funcién potencial x™ multiplicada por un exponencial ¢™ 6 por una funcién seno 6

coseno.

Ejemplo 1)




Ixexdx u=x—du=dx
dv=exdx—>v:jexdx:eX

Iudv:uv—jvdu

Ixexdx = Xxe” —Iexdx

Ixexdx =xe*—-e"+C

Ixexdx:ex(x—1)+C

Ejemplo 2)
jxsenxdx u=Xx—du=dx
dv =senxdx »>v= jsenxdx =—CO0S X
judv = uv—jvdu
j Xsenxdx = —X CoS X + I cos xdx
j xsenxdx = —x cos X + senx +C
Ejemplo 3)

jxcosxdx u=Xx—du=dx

dv=cosxdx > v= J'cos xdx = senx
Iudv:uv—jvdu
j X COS XdX = XSenx — J' senxdx

jxcos XdX = Xsenx +cos X+ C

Observacion:

La funcién potencial x™ multiplicada por una exponencial e o por una funcién seno o
coseno se integran por partes y la eleccion de U es siempre la funcién exponencial.

jx“eaxdx u=x";dv=e*dx
jx“senaxdx u = x";dv = senaxdx

jx“ cosaxdx u=Xx";dv=cosaxdx

Calcular las siguientes integrales del Tipo A.

Integral Respuesta
1) Ix3exdx e (X° —3x* +6x—6)+C
2) Ixze’xdx —e*(x*+2x+2)+C

3) jxseandx %sean—%xcos2 X+C




4) j x>senxadx —x% oS X + 3x°senx + 6x cos X —6senx +C
5) sz cos xdx senx(x* —2)+2xcosx+C

6) I X cos(3x)dx %[xsean + % coS BXJ +C

Tipo B
e Funcién logaritmica multiplicada por una exponencial x" se integra por partes;

donde se elige como dv = x"dx
e Funciones trigonométricas inversas multiplicadas por una constante o por una
identidad x se integra por partes, donde dv = xdx

Ejemplo 1)
J'x“lnxdx u:lnx—>du:1dx
X
4 1
dv=x"dx >v==Xx
5
Judv=uv—jvdu
'[Inxx“dx:lnxle’—'[le’idx
5 5 x
:lx?’Inx—ljx“dx:lxslnx—1 1x5 +C
5 5 5 515
:EX5(|I‘]X—1J+C
5 5
Ejemplo 2)

1
Iarcsenxdx U =arcsenx — du = ﬁdx
1-x

dv=dx ->v=x
judv:uv—jvdu

1
jarcsenxdx — arcsenxx — I XX =

NG
= Xarcsenx — (—«/1— x? ) +C

jarcsenxdx = xarcsenx — (—\/1— NG )+ C

Por sustitucién




2 dw = —2xdx

X
dx w=1-X
X2

J==
1, - 1 1
:—EIW 2dw:—§[2W2]=—«/W=— 1-x°

Ejemplo 3)
Iarctg(Zx)dx u = arctg (2x) — du :%dx
1+(2x)
dv=dx >v=x
Iudv:uv—jvdu
2
arctg (2x)dx = arctg ( 2x)x — | x——dx
= xarctg (2x)—lln(1+ 4x*)+C
4
Iarctg (2x)dx = xarctg (2x)—%ln(l+ 4x*)+C
Iiz W=1+44x° > dw=8xdx — dx = 2
1+4x 8x
1 d—Wzilnw:iln(1+4x2)
47w 4 4
Calcular las siguientes integrales Tipo B
Integral Respuesta
-3
b Ilnx ax —lx‘z(lnx+£J+C
2 2
2 R
2) j xarcsenxdx 2x° -1 arcsenx+ X VI3 4 C
4 4
2
3) I xarctgxdx [x 2+1j arctgx — g LC

Tipo C

Funciéon exponencial e* multiplicada por la funcién seno o coseno se integra por partes
y la eleccion de u y de dv es de cualquier forma. Es decir se puede elegir a u como
la funcion trigonométrica, ver ejemplo 1) o se puede elegir u como la funcion

exponencial, ver ejemplo 2).

Ejemplo 1)_.[exsenxdx =
judv:uv—Jvdu u=senx — du =cos xdx; dv=e*dx —»v=¢"

jexsenxdx = senxe” — j e” cos xdx




Dejemos por un momento e integremos je" cos xdx lo hacemos por partes:
U = c0os X — du = —senxdx
dv=e‘dx »>v=¢"

_[ex cos xdx = cos xe* + jexsenxdx

Volvemos donde habiamos quedado y reemplazamos
Iex cos xdx = cos xe* + j e'senxdx

I e*senxdx = senxe* —cos xe* — _[ e*senxdx

1
2| e*senxdx = e*senx —e* cos x — | e*senxdx = —e* (senx—cos x)+C
2

Ejemplo 2) Ie" cos xdx
_[udv = uv—J'vdu u=e* — du =e*dx;dv =cos xdx — v = senx
_[ex cos Xdx = e*senx — j senxe*dx

Dejemos por un momento e integremosjsenxe"dx lo hacemos por partes:
u=e*— du=edx
dv = senxdx — v = —C0S X

J'senxexdx =e*(—cosx) +jcos xe*dx = —e* cos x +'|‘eX oS Xdx

Donde habiamos quedado, reemplacemos
J'senxexdx =—e* CoS X+ Iex cos xdx

jex cos Xdx = e*senx — J' senxe”dx =e*senx — (—eX COS X + J'eX coS xdx)

=e”senx+e* cos x — j e” cos xdx

1
2_|-eX Cos Xdx = e*senx + e* cos X —>_|'eX cos xdx = Eex (senx+cosx)+C

Calcular las siguientes integrales del Tipo C

Integral Respuesta

3x
1) Ie senxdx %egx (3sen2x—cos2x)+C

2) je“ cos 2xdx %e?’x (3cos(2x)+25en(2x))+C

3x 3x
3)_[e (sen2x—cos 2x) dx i—g(sen(ZX)—Scos(Zx))+C

Ejercicios varios de integrales por partes

Integral Respuesta



1) Ixe‘xdx

2) I(x+1)2 e*dx
3) .[(x2+x)e‘xdx
4) Iln(x)dx

5) jlnz(x)dx

6) Ix_; In xdx

7) I(x/lnx)dx

8) I arctg (3x)dx
9) Ie_:cos(x/Z)dx

10) IIn(x+«/1+7)dx

11) J.sen(ln(x))dx
12) Icos(ln(x))dx

13) J e dx
14) Isenzxdx

- (x+1)+C

e’ (X* +1)+C

e (—x2 —3x—3)+C
x(Inx-1)+C

X(In” x)+2x(1-Inx)+C

1

2x2 (Inx—2)+C
%(InZ(X))-FC

xarctg (3x) —% In(1+9x*)+C

N\><

e 2(sen(x/2)—cos(x/2))+C

xln(x+«/1+x2)—»\/'1+x2 +C

g(sen(ln ))—cos(In(x ))+C
> (cos(in(x)+ sen(In(x)))+C
()
g_sezz LC

d) Integracidon de funciones alg. Racionales

dex Donde P(x) y Q(x)son polinomios de grado “m” y “n” respectivamente. Es

Q(x)

P(x)=a,x"+a, X"

o FaX+a,

decir,
Q(X)=b,x"+b,_x""+...+bx+b,

Consideremos los siguientes casos:

CASO I) El grado del numerador P(x) es menor que el grado del denominador Q(x);
es decirm<n

-1) El grado de P(x) es cero (polinomio constante:P(x)=a,. El
grado del Q(x) es 1 (uno) (Polinomio lineal: Q(x)=bx+h,)

8
J.b1x+b0

dx Se resuelve por sustitucion directa.

Ejemplo 1)




dx si u=4x+2— du=4dx

j4x+2

I 3 dx:§ d—u=§ln|u|+C:§In|4x+2|+C
4X+2 4°u 4 4

. -2) El denominador Q(X) tiene raices reales, simples y distintas. Se

resuelve previamente aplicando “DESCOMPOSICION en fracciones
Simples; que consiste en descomponer P(x)/Q(x) en suma de
fracciones simples”

Ejemplo 1)

X-5
[52 X
2x--10x+8

a) Se calculan las raices del denominador 2x*-10x+8=0donde
X, =1X,=4luego tenemos dos raices reales y distintas; luego

2x* —10x+8=2(x—-1)(x—4)
b) Aplicamos “Descomposicion en fracciones simples”
(x-5)/2x*-10x+8=k,/2(x-1)+k,/(x—4) - (x-5)/2x* -10x +8 =
[k (x=4)+k,2(x-1) [/2(x-1)(x—4);
Luego (x—5)=k, (x—4)+k,2(x-1)

si x:1—>—4=k1(—3)—>k1:%

Si x:4—>—l:k2(6)—>k2:_%

Por consiguiente tenemos (x—5)/2x* —10x+8=4/3/2(x-1)+(-1/6)/(x-4)
Finalmente integrando:
[(x=5)dx/2x* ~10x +8 = [ 4/3dx/2(x 1)+ [ (~1/6)dx /(x ~ 4)

[(x=5)dx/2x* ~10x+8 = 2/3In|x 1 ~Y6In|x—4|+C

l. -3) El denominadorQ(x)tiene raices reales multiples. También se

resuelve aplicando previamente la “Descomposicion en fracciones
simples”.
Ejemplo 1)

2X+3
Igdx Las raices del denominador son:

(x—2) =0—>(x-2)(x-2)(x-2)=0
X, =X, =X, =2 tres raices reales e iguales.



X +
x—2)3 (x—2)3 (x—2)2 (x—-2) (x—2)3
2%+ 3=k, +ky(x—2) +k; (x—2)°
Six=2—->7=k; Ssi x=0—->3=7-2k, +4k,
—2K, +4k, =—4 si x=1-55=7-Kk, +k; > -k, +k, =-2

sz+3 k, k, . K, _k1+k2(x—2)+k3(x—2)2
(

Resolviendo estas ecuaciones obtenemos que k,=2, k, =0.

Luego tenemos:
2X+3 7 2
J( dx =

2y (x=2)  (x-2)

o 2x+3 7 - 2 __ 1 ! Lo L
~f(x_2fdx_j(x-2fd I(x—z)z 2[(X—2fJ 2(X‘2j
I2x+3dx_ 7.2 .

(=2 2(x-2)" x-2

I. -4) El numerador es un polinomio de grado cero. El denominador es

un polinomio con raices complejas simples.

1
IQ(X)

denominador los cuadrados.

Ejemplo 1)
’ x> —2x+5=0
'[Z—X Calculo de las raices del denominador x, =1+ 2i
X°—2X+5 .
X, =1-2i

Completar los cuadrados en X* _2x+5=(x —1)2 +4

[= o = dX2 {Ilevan la forma |
X°—2X+5 (x—l) +4

du
u?+1

Ld

et 1 dx , x—1
J‘(x—1)2+4 "4 x—1Y ! UZZ

4 2

du =L dx
’

2¢ du 1 1 x-1
- =—arctgu =—arctg| — |+C
4J.u2+1 R AU =3 g( 2 j

dx 1 1 1
J.Z—:—arctg —Xx—=[+C
X“—2X+5 2 2 2

dx Se resuelve por sustitucion directa previamente se completa en el

10



[. -5) El numerador es un polinomio lineal de la forma P(x):a1x+a0.

El denominador es un polinomio cuadratico de la forma
Q(X) =h,x* +bx+b, con raices complejas simples.
3x—4 x> —4x+5=0
I—dx Calcular las raices del denomlnador . .
X —4Xx+5 X, =2+0;X, =21

...Derivamos el denominador (x2 —4x+5)' =2X—-4

...La derivada obtenida debe figurar en el numerador 3x—4 = g(Zx —4)+2

3

B 2(2x-4)+2
.[23)(—4dx=.[22— =_I 2x -4 J'#dx
X°—4x+5 X" —4x+5 4x+5 X°—4Xx+5
J \ J
O O
3J_ 2x—4 u=x>—4x+5
2 x2—4x+5 du:(2x—4)dx
3 d_u:§|n|u|=§|n‘xz—4x+5‘
27°u 2 2

O

Se resuelve como en el caso | — 4).

_[ 2 d x2—4x+5:(x—2)2+1
x?—4x+5 u=(x—2)— du=dx

2du du
J.uz 1" 2| 7 = 2arcigu = 2arctg (x-2)

Resultado:

J- 3x—-4

7 5dx=gln‘x2—4x+5‘+2arctg(x—2)+C
—Ax+

I. -6) El denominador tiene raices reales y complejas.

J(2x3 —4x-8)dx /x(x—1)(x* - 4)

Nos damos cuenta que el denominador tiene dos raices reales y complejas
conjugadas; luego tenemos:

11



(2x° —4x-8) [x(x~1)(x* —4) =k /x+k, /(x = 1)+ (kx + k, ) /(%% +4)

(2x° —4x—8) =k, (x —1)(x® +4)+k,x (x* +4) + (kyx + K, ) x (x 1)
Six=0—>-8=k (~1)(4)+0+0 -k, =2

Six=1--10=0+k,(5)+0 >k, =-2

i x = 1> 6= 2(<2)(5)+ (<2)(<1)(5) + (~k, + k; ) (~1)(~2) > 2= —k, + k,
Six=2->0=2(1)(8)+(~2)(2)(8)+(2k; + k,)(2)(1) > 8 =2k, +k,

Resolviendo este sistema

2=—k;+k,
8 =2k, +k,

Obtenemos k, =2y k, =4

[(2x° —4x—8)dx [x(x~1)(x* ~4) = [(2/x—2/(x ~1)+ 2x/(x* +4) +4/x" + 4 dx =
= 2In|x|-2In|x 1 +In(x* +4)+2arctg (x/2)+C

CASO Il) EL Grado del polinomio numerador P(x) es mayor o igual que el grado del

denominador Q(x); es decir m>n

le)dx
Q(x)
En este caso se procede de la siguiente manera:
o - P(x)|Q(x)
a) Se efectla la divisién de polinomios
R(x) [ C(x)
b) Seexpresa P(x)=C(x)Q(x)+R(x)
c) En esta Gltima expresion se divide por Q(X)

P(x) _ C(x)Q(x)+R(x) =C(x)+M

Q(x) Q(x) Q(x)

d) Integramos lo obtenido dltimamente
P(X) X = X +M X = X )dx + R(X) X
oIt i e fetemee Tk

e) La primera integral al ser C(x) un polinomio, e inmediata. En cambio la

segunda integral se resuelve segun el caso que tengamos.

Ejemplo 1)

J‘3X+2 I

X+4 / ‘

12




3X+2 X+4
-3x-12 3
-10

3x+2=3(x+4)-10
3x+2 _3(x+4)-10 _g 10

X+4 X+4 - X+4
j3x+2 j(s—ﬂjdx 3f ax- 10]
X+4 X+4 X+4
Iﬂdx 3x—10In|x+4|+C
Ejemplo 2)

x*=x*—x-1

I

x/‘f?/—x—l x> —x°

VNS X

-x-1

x4—x3—x—1:x(x3—x2)+(—x—1)

X —xox—1 X(X*=x*)-x-1 —x-1

X3 —x? (xs—xz) X% —x?

X =x¥-x-1 —x-1 —x-1

deX=.[(X+Xs_xzjdX:J.XdX‘l'J‘Wch

Segun el Caso |l.

X —x*=0— %z =0
X, =1

b) por descomposicion en fracciones simples:

) ) k =1
—x-1 :ﬁz+—2+ 3 Jk,=2
X —X X X x-1

j%;lzdx:j(%+§+x_—_zljdx:j%dx+2j j

2In|x| 2In|x-1

13



2
J.x —x -x-1 :X__1+2|n|x|_2|n|x—l|+C
2 X

2
J-x x*—x-1 X° 1 LC

5 dX=——-=+2In—
X° —X 2 X x-1

Ejercicios de Integracion de Funciones Racionales

Integral Respuesta
1) .[_;igdx 5In|-x+3/+C
2) Iﬁ —In|3x+]4+—|n|2x 3|——In|x|+C
)I >;dxx+2 In ))((zz:i+c
4) Im %In‘(x—Z)zm‘JrC
2

5.[ % _fx27x 3)dx In%JFC
)sz “axr6 " %'”%W
! J‘x4:(2191(x12 X |n§(x_1)):f;+l)2§+c
8) | i’:f %(x+3)2—2(x+3)1+c
)I v 23);(:1)1)2 dx gln‘(x—S)(x+l)‘+4(X3+2)+C
10) jﬂdx 1|n|(x‘1)7|+ 1 1 e

~1)° (x+1) 4 ‘(X+1)3\ 2(x-1) 2(x-1)
11) '[ 1]/3 dx %arctg[; j+C
12)I 2/ 5 %arctg@x)+c
13 J‘%dx gln‘xz+3x+7‘—%arctg(2\71:93j+c
14) -[x i(;<1+5 %{In(xz—2x+5)+2arctg(%x—%ﬂ+c
15) '[3;:52 3x—13In|x+5[+C
16) J';( :g’iiz x+31In )):T_; +C




x® —2x 1
_rTer ——+2In|x-1+C
17)Ix3—2x2+xdx x+x_1+ n|x—1+
x°+x*' -8 3 2 2(x—2Y)
18) | ——5———dx X—+X—+4x+lnM+C
X" —4x 3 2 (x+2)
19) '[4):3__1)( dx %x+In|x|—%In|2x—]4—%ln(2x+1)+c
x® —2x* +3x° -9x* + 4 2 9 1 13‘
20)-'. x® —5x3 +4x ax —+In X(X=2)y(x-1)(x+1) +C
2 X+2
e) Sustitucion Inversa
1) Sustitucion 1+e*=u
e =(u-1)
J. ax__ x=In(u-1)
1+e” d
dx = —
u-1
1)
dx du . .
J. = J. Y se resuelve como funcion racional
1+e* Ju(u-1)

1 A B A=-1
=—+—=
u(u-1) u u-1 |B=1

Iu(jlil)z_ OL_U I(udf1)=—'”(u)+|n(u—1)+c
dx y . (e><)
-[l+ex =—In(L+e*)+In(e )=|nm+c
2)
jcos(x/;)dx:2(«/;Sen(«/;)+cos(\/;))+c Sustitucion VX =u
3)
J.ex ixe‘x =arctg [eX]+C Sustituciéon e* =u
4)
Isen\/x+1dx

Sustituir //X+1=u

= —\/x+1cos(\/x+1)+sen(M)+C

5)
J«/1+ senxdx
= —\/1— senx +C

Sustitucion (1+senx) =u?



6)
1
['sen (3x+7)2dx

1 1
- _%{—(BX +7)2c0s(3x+7)2 +sen(3x+7)2

f) Integrales de funciones trigonométricas

1)

J.senf’xdx = Isenx(senzx)z dx = Isen(l—cosz x)zdx =

Sustituir (3x+7)=u’

J'sensxdx = I senx (1— 2cos? X + cos* x) dx = _[senxdx -2 j senx cos? xdx + I senx cos* xdx

.|.sen5xdx = —CO0S X +§[cos x]3 —%[cos x]5 +C

2)
J‘cos3 (ijdx ~Leen (ij —2sen’ [ij <2 gen? (5) +C
2 2 2 2) 3 2

3)
Isenzxdx :I(dex :J'ldx—J.de :E—lsen(2x)+c
2 2 2 2 4

4)

3 sen2x  sendx

J.cos4xdx:—x+ +C
8 32

5)

Isenzxcos3 xdx :jsenzxcos x cos? xdx = jsenzx oS x(l—senzx)dx =

= _[ sen®x cos xdx —Isen“x cos xdx

sen®x  sen®x

5

6) '[ sen’x cos® xdx = +C

7

3 5 5 18
I sensxcos® x [dx ==sen®x——sens x+C
8 18

8)

J‘sen2 [4x]cos? [4x]dx = X —M +C
8 128

9)

16



Jsenzxcosz wdlx = J-(l—cgs 2xj(1+ cgs ijdx _

1 1,
:.[de—jzcos (ZX)dXzZX_Z

1 1 (1+cos4xj
- " dx

2

:Ex—lx—isen(4x)+c
4 8 32

10)

3 8 3 1
j(\3/c055 xsensx)dx =—=c0s% Xx+-—c0s3? x+C
8 14

INTEGRALES DEFINIDAS

1)
j3/4ﬂ—cos(2x)dx

1/4r
Sustitucion

u=2x
dx:ldu
2

Al hacer el cambio de variable x por u, también
cambian los limites de integracion:

3 3
X =—7m como u:2x:57r
1 T
X==m7 como U=2X=—
2
—EISIZH cosudu = —E(senir.sen Zj =1
2 1/27 2 2 2
2)
J‘; dx zz
01+4x> 8

3) Hallar el area comprendida entre las parabolas
y=4-x°
y =Xx>—2x

|A :J‘i(x2 —2x—4+x2)dx:|—9| =9

T

Yar

v= 114402

3147



3

Calcular la longitud del arco de y = X2 gue se extiende desde P=(1,1) y (4,4) =d con

5)

L= j::af1+(y')2dx

L:j" 142 xdx = 7,63
g

6)

f(xz +2x—3)dx _®

2

7) Hallar el volumen del solido generado al girar la region acotada por y = ﬁ y las
rectas y=1; x=4 alrededor de la recta y=1

V= jl4ﬂ[x/;—1]2dx =%7r

Hallar los valores de a para que la integral converge o diverge

¥

Y=
21 /
| Y= x/; -1
X
1 2 3 4 ? 8

8) Hallar el volumen del sélido generado al girar la region entre la parabola x =y*+1y

larecta x=3

\Y, =J.Jj§7z[2—y2]dy:

64772
15
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9) Hallar el &rea encerrada por la parabola Y =—x*+2 y larecta y =—x

2 (240
= [ [F00-g00kx=] (2+x-x )dx_z

Integracién por el método de sustitucion inversa.

1 Ly
1)J—dx Sustitucion e* —1=u’

Jer—1

I%dx = 2arctg (x/eX —1) +C
Jer —

2)
X o
J.—dx Sustitucion x +1=u?

Jx+1

X 2 3 1
I—dx:§(x+1)2 —-2(x+1)2+C

Jx+1

3)
dx L 1
——— Sustitucion X =—
I Xy x2 =2 u
arccos[ﬁJ

I

Integracion de funciones algebraicas racionales
a) Raices Reales y distintas

1)

19



J'mdx:
Analizando integrando
X ___A A
(x*-1) (x+1) (x-1)
X :Ai(x—1)+A2(x+1)
x=A(x-1)+A,(x+1)

Six=1 =1=A2 —>A2=%
Six=-1 =-1=-2A —>Al:%

+C

J'XdX:J' :1||1|1|n_
x+1 2 x-1 2 |x+l| 2 |x-1

j( X* +2X— 3] :_}|n|x|+§|n‘(x+2)‘+c
X° +5x° +6x 2 2

I[ (2x-1) de In|(x—2)|+In|(x+1)[+C =In|(x+1)(x-2)[+C

4x+3
J‘(ﬁjdx —15In|(x-3)[~1In|(x=2)[+C

7)
j(%jdx: 3 in
X" —4X° +4X X—2

Integracion de funciones Racionales del seno y coseno

1)

20



j dx
1+ senx +cos X

X
2 = arctgu; x = 2arctgu

Senx = 5 dx = 22du
1+u 1+u
_ 2
COS X = >
1+u
d 2 1
=] - du=
1+ senx +cos x 2u 1-u® 1+u
1+ 5 5
1+u® 1+u
=I > 2du > 1 :.[ 2du =In1+tgi+C
1+u?+2u+1—u (1+u2) 2(1+u) 2

(1+u2)

3)

I ox =arctg| tg (fj +1|+C
3+ C0S X + 2senx 2

4)
f%g&)dx:_tg (£)f3iec

5)

3+5c0s x

Teorema valor medio

Hallar el valor de c, del teorema de la media, de la funcién f(x) = 3x*en el
intervalo [-4, —1].

Como la funcién es continua en el intervalo [-4, -1], se puede aplicar el teorema
de la media.

[ 3x?dx =[] =-1+64=63
63=[-1-(-4)Jf ()

21



fle)=21 3c?=21 c=—7

La solucién positiva no es valida porque no pertenece al intervalo.

2. ¢Es aplicable el teorema del valor medio del célculo integral a la
siguiente funcién en el intervalo [0, 1]?

X

f(x):m

Como la funcién es continua en [0, 1], se puede aplicar el teorema de la media.

o= [ 2 =[] =2

£(e)=(1-0)(vZ-1) fle)=vZ-1

¢ \/5—1 c ﬁ_l
V1+c? 2

Calcular las siguientes integrales definidas aplicando la regla de Barrow.

Ejercicios Resueltos

1)
1 3 2
J_l(Bx —-Xx +x—1)dx
4 3 2 1
I1(3x3—x2+x—1)dx: ELANE S
-1 4 3 2 .
=(§_l+l_1j (§+l+l+1j:_§
4 3 2 4 3 2 3
2)
e dx
1y
dx
[lnx] =lne—Inl=1-0=1
1 x

3)



T
.[02 senxdx

T

Fsenxdx = [—cosx]oE ——cosZ+c0s0=0+1=1
0 2

4)
J? sen®x cos® xdx
Fsengx cos* xdx = J.Esenx (1— cos? x)cos4 xdx =
0 0
= F(cos“ xsenx —cos® xsenx)dx = [—lcos5 X+ Ecos7 x}z _11_2
0 5 7 .5 7 35
5)
4
_[ log xdx
2
= logy —EMVEL L g lloge
X
=1 integrar v= x
4 4 4 4
L log xdx =[x log x|, —L log edx =[xlog x —xlog 6]2 =
=410g2° —4loge—2log2+2loge =
=8log2—-4loge—2log2+2loge=6Ilog2—-2loge
6)

ﬂZ
IO senxdx
Calculamos la integral definida por cambio de variable.

J. sen\/;dx
x =t
dx = 2tdt

Hallamos los nuevos limites de integracion.

x=10 £=0 £=10



x = =7 =

jsenttht =2 I tsentdt
Integramos por partes.

bt card war b = 1

V' = gen ¢ —HeETA v =—cosf

ZI tsentdt = 2(—t cost+ Icos tdt) =2(—tcost+sent)+C

i

2_[” tsentdt = 2[—tcost +sent]| =2rx
0 0

También se puede hacer sin transformar los limites de integracion y

volviendo a la variable inicial.

t=x
Jsen\/;dx = 2(—\/§c05x/;+sen\/;)+c

_[0”2 senﬁdx = 2[—\5 cosx + senxﬁ ]ZZ =2r

7)
3 dx 3
J‘Om:[&/l+xl):2(2—l):2
8)
i Tea. o o, [1,, 3T 1[ . 3 2] o8
IO xx +9dx:§IO 2x(x +9) dx:{g(x +9)2}0:§{(25)2_92}:?
9)
J.”senzxdx = I”[M)dx = [E—lsean} _Z
° 0 2 2 4 o 2
10)

24



12)

13)

1

3
_[3 = ln*4x dx = [ 13 } =— 13 +—
2 xIn*x Y2 3in” x|, 3in”3

V3 V3
IO cos xe*™ dx = [e“’”‘ ]0 =e%-¢"=0

J'4 dx

°l+\/;

x =t dx = 2tdt 4=+ t=2
0=t t=0

32

2t 1
j:1+ - = [} 2= Io(l—mjdt: R=4——In9

Ejercicios a Resolver

Integral Respuesta
—5/ 72

242

2) IJ1+_x
3) on\/x +9dx

a) [(—Z2—a
Ao

B odx
5
), 1+ x°
6) IO” sen’xdx 7/2
7) J-Oﬂ tg?xdx
8) joﬁ senx cos xdx 0
3 x 1
%) .[2 x> _1dx ln(gjz
5
3 dx
10
)-[2 xIn® x
11) .[05 sen®xdx
0

12) JO” cos xe*" dx

25



13) J.: x? cos xdx

1 2
14) j_l(arccos x) dx
3 1 38
2 —
15) '1[ (x +Fjdx 3
3 13
16) J._2|x|dx >
17) [ VB (V4B BB 16
d 3
18) jo (x cos 3x )dx 3

Aplicaciones de la Integral Definida

Ejercicios resueltos

1. Calcular el area del recinto limitado por la curva y = 4x — x* y el eje OX.

En primer lugar hallamos los puntos de corte con el eje OX para representar la
curva y conocer los limites de integracion.

0=4x—x? x

I
o
®

I
I

44

0 2 \

En segundo lugar se calcula la integral:

4 3 32
A:J.0 (4x—x2)dx:{2x2 —%l :?uz

2. Hallar el area de la region del plano encerrada por la curva y = In x entre el
punto de corte con el eje OX y el punto de abscisa x = e.

26



-1 4

En primer lugar calculamos el punto de corte con el eje de abscisas.

Inx=0 e’=1 (1,0)
Ielnxdx
1

; 1
v=lnx derivar : we o

jlnxdxlenx—jdx:xlnx—x+c

Lelnxdx =[x(Inx-1)] =0+1=1?

2. Calcular el area del circulo de radio r.

Partimos de la ecuacion de la circunferencia x2 + y2 = r2,

El area del circulo es cuatro veces el area del primer cuadrante.

A= I;\/rz —x”dx



Calculamos la integral indefinida por cambio de variable.

J\/rz —x%dx

x = rsent
dx =1 cos tdt

L: N2 =x%dx = I\/rz —r?sentrcostdt = J‘, ,rz (1— senzt)r cos tdt =

]""C—OStht =7? {é+%sen22t}rc

= Irz cos’tdt = rZJ.cos2 tdt =r2I

Hallamos los nuevos limites de integracion.

x=0 O =rsent sent=0 t=0

r =rsent sent=1 t=

=
Il
<

A =r? [£+lsen22t}2 =r? (Z—szim’z
2" , 2 4

A=4A, =ar?

3. Calcular el area limitada por la curva 'y = x* -5x + 6 y la recta y = 2x.

En primer lugar hallamos los puntos de corte de las dos funciones para conocer los

limites de integracion.

{

=x*-5x+6
Y ; * x, =1 x, =6
y=2x

28



De x =1 a x =6, la recta queda por encima de la parabola.
A={"(2x—x? 6t = [*(cx+ 7x—6Yix =] -+ T gy | =
—L( X—x"+5x— )dx—jl (—x +7x— )dx— —§+—— x| =

6 1

3 2

= _6_+@_36 _(_1+Z_6j:%u2
3 2 3 2 6

4. Calcular el area limitada por la parabola y* = 4x y la recta 'y = x.

2= 4x
R A I

"

De x = 0 a x = 4, la parabola queda por encima de la recta.



4
A= [ V- [ = jo“(m_x)dx{gxi __} 8,

2 3

5 .Calcular el area limitada por las gréficas de las funciones 3y =x* e y = -x* + 4x.

En primer lugar representamos las parabolas a partir del vértice y los
puntos de corte con los ejes.

_x
Y73
xvz yv:O V(O’O)
y=-x"+4x
4
X, === y, =4 V(2,4)
~x*+4x=0 x, =0 x, =4

Hallamos también los puntos de corte de las funciones, que nos daran
los limites de integracion.

Y (0,0) (3,3)

2
A:J‘3 Xy x:J‘3 —ﬂx2+4x X =
0 3 oy 3

4 3
:[_§x3 +2x2} =-12+18=6u?

0

6. Hallar el area de de la regién limitada por las funciones:

30



y=senx,y=cosx x=0.

En primer lugar hallamos el punto de interseccién de las funciones:

Y =senx T
senx =cosx xX=—
Y =cosx 4
y=cos x _
_—" y=senx

o = nz\ N

Hallar el &rea de la figura limitada por: y = x?, y = x, x= 0, x = 2

Puntos de corte de la parabola y la recta y = x.

2
{y—x x> =x x=0 x=1
y=x

De x =0 ax =1, larecta queda por encima de la parédbola.

2 2T 1,
| =Zu
2 3 6

0

>
Il
S
—~
=
|
=
N
~
IS
=
I

De x =1 ax =2, larecta queda por debajo de la parabola.
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7. Hallar el area del recinto plano y limitado por la pardbola y = 4x — x*y las
tangentes a la curva en los puntos de interseccion con el eje OX.

Puntos de interseccion:
Adx—x*=0 x(4-x)=0 (0,0) (4,0)
Ecuacion de la tangente a la pardbola en el punto (0, 0):

Yy =4-2x m=f'(0)=4
y—0=4(x-0) y=4x

Ecuacion de la tangente a la pardbola en el punto (4, 0):

Y =4-2x m=f'(4)=-4
y—0=4(x—-4) y=—-4x+16

2

A= 4x—(4x—x2)]dx+j:[(—4x+16)—(4x—x2)]dx:

372 3 2 4
S| | B ey | 218,
3 3 2 5 3

32



Si la funcién es negativa

Si la funcion es negativa en un intervalo [a, b] entonces la grafica de la funcién
estd por debajo del eje de abscisas. El area de la funcién viene dada por un viene
dada por:

A=—Lbf(x)dx A=Uubf(x)dx

Ejemplos
1. Calcular el area del recinto limitado por la curva 'y = x* - 4x y el eje OX.

0=x*-4x x=0 x=4

o /

A=
3

2. Hallar el area limitada por la curva 'y = cos x y el eje Ox entre /2 y 311/2.

| Fal
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3z
3z >

=z 2
A= I,,Z cosxdx =[senx] = sen>Z _sen® —_1-1--2
z . 2 2

2

|A|=2u®

Si lafuncién toma valores positivos y negativos

En ese caso el recinto tiene zonas por encima y por debajo del eje de abscisas.
Para calcular el &rea de la funcién seguiremos los siguientes pasos:

1° Se calculan los puntos de corte con el eje OX, haciendo f(x) = 0y
resolviendo la ecuacion.

2° Se ordenan de menor a mayor las raices, que seran los limites de
integracion.

3° El4reaes igual a lasuma de las integrales definidas en valor
absoluto de cada intervalo.

Ejemplos

1. Calcular el area de las regiones del plano limitada por la curva f(x) = x® - 6x* +
8x y el eje OX.

x> —6x*+8x=0 x(x2—6x+8):O

A= J'z(x3 —6x%+ 8x)dx + U:(x3 —6x%+ 8x)dx

0
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El area, por razones de simetria, se puede escribir:

4 2
A= 2J‘02(x3 —6x? +8x)dx = 2{%—23(3 +4x2} =81

0

4. Calcula el area de la figura plana limitada por las parabolas y= x* - 2x,
2
y = -X° + 4x.

Representamos las parabolas a partir del vértice y los puntos de corte
con los ejes.

x, =§=1 y, =P -21=-1 V(1-1)
O=x"—-2x O=x(x-2) (0,0) (2,0)
4 ,
X, == =2 Y, =22 44e2=4 V(2,-4)
O0=—x*+4x O=x(—x+4) (0,0) (4,0)
=x"-2x
Y ¥ -2x=—x*+4x  (0,0)  (3,3)
y=-x"+4x
2
y=X -2X
a4
AZ
A3
0
- A] & "
y=-x +4x
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Ejercicios no Resueltos

1. Hallar el &rea limitada por la recta x + y = 10, el eje OX y las ordenadas de x = 2
yx=8.

2. Calcular el area del recinto limitado por la curvay = 9 — x* y el eje OX.
3. Calcular el area del triangulo de vértices A(3, 0), B(6, 3), C(8, 0).
4. Calcular el &rea limitada por las gréficas de las funciones y* = 4x e y = X°.

5. Calcular el area limitada por la curva xy = 36, el eje OX y las rectas: x = 6, x =
12.

6. Calcular el area limitada por la curvay = 2(1 - x*) y larecta y = -1.

7. Calcular el area del recinto limitado por la parébolay = x* + 2 y la recta que pasa
por los puntos (-1, 0) y (1, 4).

. - 3x—-6 . .
8. Hallar el area limitada por la rectay = , el eje de abscisas y las ordenadas

correspondientesax =0y x = 4.
9. Calcular el area limitada por la curva y = 6x* - 3x* y el eje de abscisas.

10. Hallar el area de la regi6n del plano limitada por las curvas y =Inx,y =2y los
ejes coordenados.

11. Calcular el area de la regién del plano limitada por el circulo x* + y? = 9.

12. Hallar el area de una elipse de semiejes ay b.
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13. Calcular el area de la region del plano limitada por la curva: f(x) = [x* — 4x + 3| y
el eje OX.

14. Hallar el area de la figura limitada por: y = x>, y = x, x = 0, x = 2

15. Hallar el area del recinto plano y limitado por la parabola y = 4x - x*y las
tangentes a la curva en los puntos de interseccion con el eje OX.

Calculo del volumen de revolucioén

Ejercicios Resueltos

1. Hallar el volumen engendrado por las superficies limitadas por las curvas y las
rectas dadas al girar en torno al eje OX:

y=senx, x=0, x=rx

r 2

V= ﬂI: sen’xdx = ﬁf: ([%(1— cos 2x)Ddx = %[x —%sean} = %Lf

0

2. Calcular el volumen del cilindro engendrado por el rectangulo limitado por las
rectasy=2,x=1yx =4,y el eje OX al girar alrededor de este eje.

4
V= 7z_|.1422dx = 47z[x:|1 =47 (4-1) =127u®

3. Calcular el volumen de la esfera de radio r.
Partimos de la ecuacion de la circunferencia x2 + y2 = r2,

Girando un semicirculo en torno al eje de abscisas se obtiene una
esfera.

-r r
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rerf (N dxe (o= ) an -

2 21 2r 2 4 .
=T rr—— =T —+—|=—mF
3, 3 3) 3

4. Calcular el volumen engendrado por la rotacion del area limitada por la parabola
y? = x y la recta x = 2, alrededor del eje OY.

Como gira alrededor del eje QY, aplicamos:
L)
V= ﬂj x“dy

El volumen sera la diferencia del engendrado por la recta y el
engendrado por la parabola entre los extremosy = -4 ey =4.

Como la parabola es simétrica con respecto al eje OX, el volumen es
igual a dos veces el volumen engendrado entrey=0ey = 4.

2\? 5 4
V:27z'|-0422dy—2ﬁj‘04(%} dy:27{4y—3y20} :%u‘?’
0

5. Hallar el volumen del elipsoide engendrado por la elipse 16x? + 25y* = 400, al
girar:

1 Alrededor de su eje mayor.

2 Alrededor de su eje menor.
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Como la elipse es simétrica al respecto de los dos ejes el volumen es el
doble del engendrado por la porcién de elipse del primer cuadrante en ambos
casos.

, 400-16x2
Y=

16x* +25y° = 400
25

(5,0)

v, =2z’ 400-16x" ngﬂ[mx_ﬁxs} _320
0 75

25 o 3
_ 2
16x% +25y° = 400 Y’ = % (0,4)
. 4(400-2547), 25 . 400 ,
V2—27Z'J0 [T]dy—Zﬂlizsy—Ey :|O—T7Z'I/l

6. Calcular el volumen engendrado al girar alrededor del eje OX el recinto limitado
por las graficas de y = 2x -x%, y = -x + 2.

Puntos de interseccion entre la parabola y la recta:

_ A2
{y‘zx ’; 2r-x*=-x+2  (11)  (20)
y=—x+
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La parabola esta por encima de la recta en el intervalo de integracién.

V:yzj:[(Zx—xz)z—(—x+2)1dx:7r‘[12(x4—4x3+3x2+4x—4)dx:
1 2

=ﬂ[—x5—x4+x3+2x2—4x} ==y
5 5

Ejercicios no Resueltos

1. Hallar el volumen del tronco de cono engendrado por la rotacion alrededor OX

del érea limitadapory=6-x,y=0,x=0, x =4.

. Calcular el volumen que engendra un triangulo de vértices A(3, 0), B(6, 3), C(8,
0) al girar 360° alrededor del eje OX.

. Hallar el volumen del tronco de cono engendrado por el trapecio que limita el eje
de abscisas, la rectay = x + 2 y las coordenadas correspondientes a x = 4 y x
=10, al girar alrededor de OX.

. Calcular el volumen engendrado por una semionda de la sinusoide y = sen x, al
girar alrededor del eje OX.

. Calcular el volumen engendrado al girar alrededor del eje OX el recinto limitado
por las graficas de y = 2x =x%, y = -x + 2.

. Hallar el volumen del cuerpo revolucién engendrado al girar alrededor del eje
OX, la region determinada por la funcion f(x) = 1/2 + cos x, el eje de abscisas y
lasrectas x =0y x =Tr.

. Calcular el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OX el
recinto limitado por las graficas de y = 6x — x%, y = x.

. Hallar el volumen engendrado por el circulo x* + y* - 4x = -3 al girar alrededor
del eje OX.
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9.Hallar el volumen de la figura engendrada al girar la

ellpse—+y 1 alrededor del eje OX.
a’

=

Calculo de la longitud de una cuerda

Ejercicios Resueltos

3
1. Hallar la longitud del arco de curvay =x2 en el intervalo [0, 1].

.3
y'=Sx

L= j 1+( )dx jJde

9

1+—x =t
4
8
—dx =2tdt dx=§tdt
x=0 t=1
x=1 tzﬁ
2
. Vi3
2
L7 88t 13V13 U.L.
9 9 3 27 8

Ejercicios no Resueltos

1. Encuentre la longitud de una curva y*=(x-1)° interceptada por la recta x=5
R=5456 U.L.

2. Calcular la longitud de la circunferencia de radio =4 R=8n
U.L.

3. Calcular la longitud del arco

y:;(e“rex) entre -1<x<1 R=(e-e”) UL

Calculo de area de revolucion
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1. Hallar el area de revolucion al girar sobre el eje el segmento de recta

y=1x entre x=0yx=1 R:%(C%\/g—l) U.A

2. Calcular el éarea de revolucibn de Ila esfera de radio r
R=4m> U.A

3. Calcular el &rea de revolucion de la superficie generada al rotar el arco de curva

2 a2
y = %(eX +e™*) alrededor del eje x entre —1<x <1 R= 27:(u

Aplicaciones fisicas, mecanicas, guimica

1. La integral que se aplica para resolver el problema de la caida libre de un cuerpo
sometido a la gravedad de la tierra. En la Tierra, la aceleracion de la gravedad es
aproximadamente g = 9,81 m/s2. Por lo tanto un cuerpo que cae libremente
empezando su caida con velocidad nula tiene una velocidad que viene dada por la
siguiente funcion:

v=-g-t

El signo negativo es debido a que la gravedad es hacia el centro de la tierra y los
sistemas de referencia normalmente se eligen de forma que la direccion positiva es
hacia arriba.

Si se quiere saber la distancia que ha recorrido el cuerpo durante un tiempo dado T se
puede razonar que en torno a cada instante t la velocidad es constante salvo
variaciones infinitesimales, por lo tanto el espacio recorrido en este instante durante un
periodo de tiempo infinitesimal dt es v(t)dt, la suma de todos los espacios recorridos
durante todos los instantes desde t=0 hasta t=T (el momento en que se quiere saber la
distancia recorrida) y se calcula con la integral:

l:jOT(—g-tdt)

El resultado de esta integral es:
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2. En mecénica clasica la energia cinética se puede calcular a partir de la ecuacion del
trabajo y la expresion de una fuerza F dada por la segunda ley de Newton:

, L, v . 1
E.=W = /F - dr = /m— -vdt = —mv
dt 2
3. El trabajo realizado por la fuerza ' durante un desplazamiento elemental de la
particula sobre la que esta aplicada es una magnitud escalar, que podra ser positiva,
nula o negativa

Si la particula P recorre una cierta trayectoria en el espacio, su desplazamiento total
entre dos posiciones A y B puede considerarse como el resultado de sumar infinitos

desplazamientos elementales dI‘y el trabajo total realizado por la fuerza F en ese
desplazamiento serd la suma de todos esos trabajos elementales; o sea
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B
H’r:aLB = / F-dr
A

si consideramos un fluido que se encuentra sometido a una presion externa Fext y que
evoluciona desde un estado caracterizado por un volumen Vi a otro con un
volumen V? el trabajo realizado sera:

Vo
Wiy = f PeadV
T

1
En un proceso cuasiestatico y sin friccion la presion exterior (Pext) sera igual en cada

instante a la presion (#) del fluido, de modo que el trabajo intercambiado por el
sistema en estos procesos se expresa como

Va
W r-]_ 5 = / P dV
Vi

En el caso que la presion del sistema permanezca constante durante el proceso, el
trabajo viene dado por:

|5 Vo
W= [ pav=p [ av=p(a-1i)=pav
¥ ¥

4. Se puede definir la velocidad instantdnea a partir de la aceleracién como:

f dV t
v—vuzf gy dt v:/adt+vﬂ
¢ : 0

]
5. Movimiento rectilineo acelerado

P
L

Velocidad

Tiem por

En el Movimiento Rectilineo Acelerado, la aceleracién instantanea queda representada
como la pendiente de la recta tangente a la curva que representa graficamente la
funcion v(t).

Si se aplican las férmulas anteriores al movimiento rectilineo, en el que sélo existe
aceleracion tangencial, al estar todos los vectores contenidos en la trayectoria,
podemos prescindir de la notacion vectorial y escribir simplemente:

_dv
Cdt

Ya que en ese tipo de movimiento los vectores a y v son paralelos, satisfaciendo
también la relacion:

i1
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v(t) = vg + I; a(T) dr

Las coordenadas de posicion vienen dadas en este caso por:

x(t) = xq + vot + [;(t — T)a(T) dt

6. Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

Y
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Variacion en el tiempo de la posicion, la velocidad y la aceleracion en un movimiento
rectilineo uniformemente acelerado.

En éste movimiento la aceleracion es constante, por lo que la velocidad de mdvil
varia linealmente y la posicién cuadraticamente con tiempo. Las ecuaciones que rigen
este movimiento son las siguientes:

1 = g = const.

Vdv=tadt:>v=v +at
Jav=] :
0

Vo

X t
Idx=f(v0 +at)dt = x =X, +v0t+%at2

Xo 0

7. Dado un sistema de particulas y un eje arbitrario, el momento de inercia del mismo
se define como la suma de los productos de las masas de las particulas por el
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cuadrado de la distancia r de cada particula a dicho eje. Matematicamente se expresa
como:

[=3 my}

Para un cuerpo de masa continua, se generaliza como:

I:frgdm:fprgdv
m 1%

En un campo gravitatorio uniforme, es decir, uno en que el vector de campo
gravitatorio & es el mismo en todos los puntos, la definicion anterior se reduce a la
definicion del centro de masas:

1
Tem — 1% rp(r)dV

Ejercicios Calculo Momento de Inercia

1. Calcular el Momento de Inercia del cuerpo de revolucion de densidad p engendrado

por y = 7)( al girar alrededor del eje x entre x=0 y x=8

8
| = J‘i R:_167zp
2 902 3
2. idem y=x*+3, x=-2yx=2 R:%ﬂp
3. ldem y=+/4x entre x=0y x=4 R= 5—;27zp.

Ejercicios Calculo de trabajo

1. Hallar el trabajo realizado al estirar 8 cm. Un resorte helicoidal suponiendo una
fuerza de 50 kg para estirarlo 2 cm.

F=kx si F=50 kg entonces k=50/2=25

jZSxdx:B J.

2. Un cilindro provisto de un émbolo mévil se halla encerrado un gas. Partiendo de la
Ley de Boyle, pv=k, hallar el trabajo realizado por la presion del gas al empujar el
{embolo para comprimir 1640 cm3 (a la presion atmosférica) al volumen de 164
cm3 R=39 J.

3. Un acuario tiene base rectangular de 0,6 m de ancho y 1,2 m de largo y lados
rectos de 0,9 m de altura. Si el acuario esta lleno de agua, cuanto trabajo se
necesita para vaciarlo bombeando el agua por la parte superior.

R =2,916x10" J
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4. Hallar la presion ejercida por el agua sobre un semicirculo cuyo radio es de rm
situado en un plano vertical y cuyo diametro horizontal coincide con la superficie

libre del liquido. R :?p Pa

Ejercicios Calculo Cinematica

1. Un cuerpo se mueve a lo largo de una line recta de acurdo a laley v=t®-t?+5
m/s. Si en el instante t, =2s X, =4m Determinar la posicion del moévil en cualquier

. t* 4,
instante. R X=——-—t"+5tm
4 3

2. La aceleracion de un cuerpo que se mueve a lo largo de una linea recta es

a=4-t*> m/s®. Si en el instante t,=3Vv,=2m/s. Determinar la velocidad del
. - t’
movil en cualquier instante. R v=4t —€+1 m/s

Ejercicios de Quimica

__dA A
dt dt

Reacciones de primer orden V =kA

V=Velocidad de desaparicién de la sustancia A

A A t A
— | —=|kdt = LnA|y =—kt[, = Ln— =—kt
A ! !.‘ [ ]A0 [ ]O Ao

1. La descomposicion del peréxido de hidrégeno en presencia del ién hidroxido es
reaccion de primer grado y posee una constante de velocidad k =i,08x10° a la

temperatura de 22° C. Partiendo de una concentracion inicial igual 0,42 M.,
determinar:

a) Cual es la concentracion H,O, después de 2 horas y media.

b) El tiempo necesario para que la concentracion de H,O, alcance el valor 0,18
M.

c) Cuanto tiempo tarde en descomponerse el 85 % del reactivo inicial.

R=a) A =e*" Db) 7845min c) 175,65 min.

INTEGRALES IMPROPIAS

Ejercicios Resueltos

Ejemplo 1

0
Evalle _[ xe*dx

Solucién:
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Si eX|steI dx para todo nimero t <b, entonces

b . , .
I f (x)dx _tlln:]o t f (x)dx siempre que haya este limite (como un
namero finito)

Las integrales impropias de I: f(x)dx y j_b f (x)dx se llaman

convergentes si hay tal limite y divergentes si no existe.
Tenemos que:

0
xe*dx = lim xexdx
—00 t—o—0
Integramos por partes, haciendo u=x,dv=e dx, de modo que du=dx y v=e¢e":
0 0 0
j xe*dx = xex} —j e*dx
—0 t t
=—te' —1+¢

Sabemos que €' — 0 cuando t — —0, de acuerdo con la regla de I'Hopital

= lim (—¢')=0

t——0

limte' = Ilmi_ lim

t——o0 t>-o @ -t t>—0 —@

—t
Por consiguiente
.[_0 xe"dx = lim (~te' —1+e')=-0-1+0=-

t——o0

Ejemplo 2
Evalte —dx
G
Solucién: Conviene elegir a=0 en la definiciéon 1 (c):
o 1 o 1 1
L=t ] o™
= 1+X = 1+X 0 1+X
Ahora debemos evaluar por separado las mtegrales del lado derecho:
A t
_[ pax=lim| —— _Ilmtan’lx]
01+ X tooJd0] 4+ X t—o

t—o0 t—>o0

- Iim(tan‘lt —tan‘lo) — limtan~'t :%

—dx_l J. dx =lim tan~ x]

2

*°°1+X to—odt 14 X t——o0
; - - T\ 7«
= lim (tan '0—tan 1t):o_(__j:_
t——o0 2 2
Como ambos son convergentes, la integral original es convergente y
= 1 T
Tak=Sro =T
=1+X 2

En vista de que :I/(l+ x2) >0, la integral impropia dada se puede interpretar como el

area de la region infinita bajo la curva y :]/(1+ x2) y arriba del eje x.
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Ejemplo 3

. . © 1
¢Para qué valores de p la integral L —pdx es convergente?
X

Solucion: sabemos que si p=1, la integral es divergente, asi que supongamos que
p=1. Entonces

—dx_llm —dx

t—ow J1 X
-p+1 x=t
=lim
t—>w_p+1

I,
tow 1_ p tp

Si p>1, entonces p—1>0,yasi t—>o0,t"* — oo cuando 1/t** — 0. Por lo tanto,

1 xP p—
Y la integral converge. Pero si p<1. Perosi p<1, entonces p—1<0 y asi
1

T — =t"? > o cuando t — o y la integral diverge.

Resumiremos el resultado del ejemplo 3 como referencia para el futuro:

Integrando discontinuos

fipdx es convergente si p>1, y divergesi p<1
X

Ejemplo 4

. . (72 .
Indique si IO sec xdx converge o diverge.
Solucién: notara que la integral dada es impropia pues Ii(rr)z)secx =o0. Al emplear el
X—=>( 7,

inciso (a) de la definicion 3 tenemos que

/2 . t
J' secxdx= lim | secxdx
0 X~>(7r/2)7

lim In|secx +tan x|]
X~>(7z/2

lim [In (sect+tant) —In1] 0

x—(7/2)"

Ya que sect —>o y tan —oo cuando t—)(;r/Z) ; asi pues, la integral impropia
original es divergente.

Ejemplo 5
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1
Evalle IO In xdx

Solucién: Sabemos que la funcion f (x) =Inx tiene una asintota vertical en 0 porque

lim In x = —o0; por lo tanto, la integral dada es impropia y entonces

x—0"

1 . 1
j Inxdx=lim | Inxdx
0 t—0* Jt

Ahora integramos por partes, con U =Inx,dv=dx,du=dx/xy v=X:
jlln xdx = xIn x]1 —jldx

t t t
=1Inl-tint—(1-t)

=—tIint-1+t
Para determinar el limite del primer término, aplicamos la regla del I'Hopital:

timtint = fim 1 = fim XL _ jim (—t) =0

t—0* t—0* ]7/'[ t—0* —]/t 2 ot

1
[ Inxdx = lim (~tInt—1+t)
0

t—0"
=-0-1+0=-1
Interpretacion geométrica de este resultado. El area de la region sombreada sobre
y=Inx y abajo del eje x es 1.

Por consiguiente,

¥

2__

Ejercicios
Integral Respuesta

D[~ L

b (3x+1) 12

11 D.
2) Lo ,_2_de
3) Iowe’xdx 1
4) I: x3dx D.

5) J.w xe dx

o 1 2
6) [[—=  dx -In=
o™

7) I: cosadx
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8) I_l xe?*dx e’/4

- D
9) In x i
1
X
© X D.
10) | ——dx
=1+ X
= |n X 1
11) jl de
12) | * L i 2\3
oI
01 D.
13) J:lex
14) _[0”/4 csc? tat D.
3 1 D.
15) J‘—ZFdX
16) stecxdx D.
2 1 D.
17) [ X
18) .[Ozzzln zdz §In 2_§
3 9
19) Hallar valores de a para que la integral converge o diverge
+00 da
[ = la=1
1 x*
j‘”d—“z lim —2— (6" 1)
1 Xa b—-+o0 (1_a)
a>1 md—a = L Integral Converge
1 x* a-1

= Ja .
a<l J.; — =00 Integral Diverge
X

20)

© X
J. > =7 Integral Converge
= 1+X



