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INTEGRALES IMPROPIAS (1D

1.- PUNTOS SINGULARES DE LAS 11

Una forma de extender el concepto de Integral de Riemann (IR) es establecer una nueva definicién para
los casos donde no se cumplan las dos condiciones previas:

H; d(a,b)<M; Intervalo acotado
H. | f|<M, Funcion acotada

Se llaman puntos singulares de la funcion real a los puntos aislados del intervalo de integracion donde
no se cumplen las H; y H, de la Integral de Riemann.

Def.:

+00 IV-oo

s Dpunto singular (f[a.b]) := H, d(ab)/<M; (Intervalo no acotado)
P J RGN VA H, |f]/<M, (Funcién no acotada)

2.- DEFINICION DE INTEGRALES IMPROPIAS Y CONVERGENCIA

2.1.- DEFINICION DE INTEGRALES IMPROPIAS

Suponiendo que en la Integral Impropia existe un Gnico punto singular, se presentan los dos casos,
cuando el intervalo no es acotado o la funcién no es acotada.

Definicion de Integral Impropia: Caso Intervalo no acotado

fix)

Hi [OA ff(x) dx IR

fw f(x dx o= lim_ ff(x) dx



Definicion de Integral Impropia: Caso funcién no acotada

fix)

i F—&y

Hy, s Oab]
H, O(& &) [_El f(x) dx 7R f f() dx IR
+e,

ff(x)dx = lim [_El fp) dx + lim f f(x) dx
& -0* & 0% +&,

ad

Obs.1: Lasvariables &y & son diferentes. Mas adelante se estudiara que sucede si definen como

iguales.

Obs.2: Las Il sobre intervalo no acotado se pueden transformar en 11 del tipo de funciones no acotadas

por el cambio de variables t = 1/(x-s).

Por lo tanto para el estudio de las propiedades de las II, es indiferente hablar de un tipo u otro.

2.2.- INTEGRALES CONVERGENTES DIVERGENTES Y OSCILANTES

Las Il como limite de IR se clasifican segln la existencia o no del limite y si es finito o infinito.
Esta clasificacion es analoga a la que se hace para las series. Se denomina entonces Il convergentes,

divergentes y oscilantes, las que cumplen:

Def
L Ocv = Oim IR finito
L Opbv = Olim IR infinito



L [JOSC := /lim IR

Obs.: En algunos textos se usa el concepto de Divergente como contrario l6gico de Convergente. La
convencion de este texto es que Integral No Convergente es Divergente u Oscilante.

2.3.- CONVERGENCIA ABSOLUTA

Se define en forma analoga a como se hace con las series la Convergencia Absoluta de las Integrales
Impropias . Esto es la Convergencia de la Integral de | | .

Def: [ fOCA := [ |f| OCV

2.4.- EJEMPLOS DE 11

Ejemplo 1
.[m ! dx
1+x2

.- Analisis de existencia de la funcion sobre el intervalo de Integracion y puntos singulares V,

Hy  [040o /<M; = Vps:V..
H> [fl<M;

11.- Existencia de IR

f 1 5 dx [ fOC/[0A]
1+Xx

111.- Célculo por definicién

f ! > dx = Arctg X

A-ArctgA O I—T
14X 0 R

El resultado final es:

r ! =" f” ! 4 ocv
1+x? 2 1+ x2
Ejemplo 2

00 1
oty
f X(x?=1) "



I.- Analisis de existencia de la funcion sobre el intervalo de Integracion y puntos singulares Vs

La funcion S S no esta definida para el intervalo x [0 [0 1] por lo tanto no existe la Integral
Ix(x?=1)
Impropia.
Ejemplo 3

fo dx

I.- Anélisis de existencia de la funcion sobre el intervalo de Integracion y puntos singulares Vs

He  d(01) <M,
/HZ | Lx | /< M, = VpS Vo

I1.- Existencia de IR

f Lx dx [J fOCl[e1]
111- Célculo por definicion
1
f Lx dx= x(Lx-1) S:—l -e(le-1) OO -1
El resultado final es:

fo dx =-1 fo dx JCV

Ejemplo 4

.[m sin x dx

I.- Analisis de existencia de la funcion sobre el intervalo de Integracion y puntos singulares Vp,

/H]_ [0,+°°[ /< M = VpS Vi
H, | sin X | <M,

I1.- Existencia de IR

f sinx dx [J sinx/JC/[0A]

I11.- Célculo por definicién



A
fsinx dx = —cos x =—-CcosA+1 IZII};II]]]_./DLim
0 — +00

El resultado final es:

1o .[m sin x dx .[m sin x dx/7JOSC

Ejemplo 5
f ! dx
x=3

I.- Analisis de existencia de la funcion sobre el intervalo de Integracion y puntos singulares Vs

H, d(2,3) <M,
/H2 | i | /< Mz = VpS . V3,
X=3

11.- Existencia de IR

f_s L o o foce -4
X=3

I11.- Célculo por definicién

- 1 3-¢
f m dx = LlX-Sl 2 = LE DED_'EL—» —

El resultado final es:

€ 1 - 1
f dx IZIEIE_I_.—oo f dx DV
Xx=3 £-0% x=3

Ejemplo 6

f ! dx
X=3

I.- Anélisis de existencia de la funcion sobre el intervalo de Integracion y puntos singulares Vs

H; d(2,5) <M,

/HZ | % | /< M, = VpS 1 V3. Vi,
X—

I1.- Existencia de IR
1
1

dx O fOC/[2 3-&]
x=3

f-el
f dx [ fOC/[3+& 5]
+62 X-=-3



I11.- Célculo por definicién

-1 3-¢€
f ! dx+f LI L|x=3| Ly Lx=3]
Xx=3 +£2 X-3 2

3+¢g,
= Lg + L5-Le OQ L~ /OLIm

€20+

El resultado final es:

Uf ! dx f ! dx/70SC
X-3 X-3

Ejemplo 7
00
f k dx
I.- Analisis de existencia de la funcion sobre el intervalo de Integracion y puntos singulares Vs

Hy  [040o[ /<M; = Vps:V..
H> [fl<M;

I1.- Existencia de IR
f k dx L fOCI0A]
I11.- Célculo por definicién

fkdx:kx

A
=kA O — +00 k>0 fk dx/ 7DV
kAOQM

oo - 0 k=0 fkdXUCV

O - -o k<0 fk dxJDV



2.5. INTEGRALES IMPROPIAS CON UN NUMERO FINITO DE SINGULARIDADES

La Il cuando tiene un nimero finito de puntos singulares se define como una suma de Il cada una de
ellas con un solo punto singular.

-B t:!_!' &y t:!_-; &g I!:!E.l

0 1
[ f(x) dx := lim f f(x) dx +
0 B +o B

1-£1 2
+ 1im _[ foo dx + lim f £(x) dx +
* 1 * l+g,

& -0 & -0

2-€3 3
+ lim f fo dx + lim f £(x) dx +
2 2+£4

& 0% g 0%
+ lim ff(x) dx

Ao+

La Il resultante es entonces un limite multiple

2.6.- EJEMPLOS DE INTEGRALES IMPROPIAS PARA TABLA DE COMPARACION

Algunas integrales impropias que su usaran mas adelante para estudiar la CV por comparacion son:

Ejemplo (Tabla 1)



J./ i dx .[mi dx a>0
+00 Xa Xa

.- Anélisis de existencia de la funcion sobre el intervalo de Integracion y puntos singulares Vp,
/H]_ [0,+°°[ /< M = VpS Vi

1
H, |7|<M2
X

I1.- Existencia de IR

f 1 4o focha Al
Xa

111.- Célculo por definicién

—a+l | A —a+l _ ,-a+l _a-a+l
fidxuﬁi_,:x - A2 ppp. 2
x7 -a+l |a -a+l e —a+l
DE'_.%_’ + o0
a<l
_ A
ot = Lx| =LA-La O~ +o
a — +00

El resultado final es:

J:”i dX OCV = a>1
Xa

Ejemplo (Tabla 2)

L L dx f L dx a>0
0+ @ xa

I.- Analisis de existencia de la funcion sobre el intervalo de Integracion y puntos singulares Vs
Hl d(O,a) < Ml

/HZ | i | /< M, = VpS AV
Xa

I1.- Existencia de IR

f 1 4o fociea]
Xa

111.- Célculo por definicién

[ 5 o offhe = T e a e g 2
x7 -a+l g —a+l f,;lp" -a+l
DD_’H_—»"'OO



_ a
ottt = Lx| = La- LeOQ [~ +e
& £-0%

El resultado final es:

J: L ogxocv - a<1
0+

Xﬂ



3.- VALOR PRINCIPAL DE UNA INTEGRAL IMPROPIA

En el caso de una Il oscilante que depende de un limite doble o maltiple, este limite no existe.
Pero con una restriccion en el pasaje al limite, tomando todas las variables de la siguiente manera:

i-‘ﬂ:-.e-f:- =g -.s—i
-B 1 2 3 n-1 n A

puede darse el caso de que si exista el limite nuevo. Esta convencion genera una nueva definicion de
integral, que se llama Valor Principal de la Integral.

Se retoma el Ejemplo 5 visto anteriormente:
1
f dx
x=3

-€1 3-¢& 5
f Lo+ f 1= L|x-3| Ly L3
X_3 +£2 X_3 2 3+£2

= Lg + L5-L& DQ_,EE;" /0Lim

€20+

f ! dx/70SC
X=3

Sinembargosisetoma &=& = €

-£
f ! dx+f ! dx = Le + Lb-Le¢ IZIIZIE_L_. L5
X=-3 +¢ X-3 &=

Entonces

DVPf ! dx = L5
X—-3

La definicién de valor principal de una Il con n+2 puntos singulares es entonces:
Definicion de Valor Principal de una Integral Impropia con un namero finito de singularidades
0 1
[ f) dx = lim { f fx) dx +
00 0% 1/ ¢
1-¢ 2
+ f fo dx  + f £(x) dx +
1 1+¢
2-¢ 3
+ [ f) dx -+ f f(x) dx +
2 2+¢

+_[“Ef(x)dx}

El VP de la Il resultante es entonces un limite simple en contraposicion de la Integral Impropia con un
namero finito de singularidades que era un limite miltiple de n+2 puntos singulares:

{-0, 6,8 ,8=..=&n1 = &y =1}

tomando:
i-f:-.e-f:— =& -.e—i
_B 1 2 3 n-1 n A



3.2.- EJEMPLO DE ANALISIS DE VALOR PRINCIPAL PARA TABLA DE COMPARACION

Una Integral impropia

fidx a<0<b alR
Xa

I.- Existencia de la funcion en el intervalo de integracién [ab] y anélisis de los puntos singulares en
Vs

Estudiando ésta integral que en su intervalo de integracion incluye al 0. Aqui debe analizarse la
existencia de la funcién en el Vecinal de cero pues no existe para todos los valores de a cuando x < 0:

La funcion f existe solamente si aes fraccionario con denominador impar

f:[ab]- {0} - R
X - iﬂ a:BUQ 0 (p,q)JPrimos entre si 7 qlAmpar
X q

H; d(a,b) <M,

/H2 | i | /< M2 = VpS . Vo_ V0+
Xﬂ

11.- Existencia de IR
1

J:ei dx+f 2 dx O fOCHa -g0[+&b]
x7 e x4

I11.- Célculo del VP por definicion

-a+l

- -a+l
fidx+f 1 ol = X £, X b_
x e x9 -a+l|a -a+l ¢
(_8)-0+l _a-ﬂ+l b-a+1 _£-a+1
= +
-a+l -a+l
_a-a+1 b-a+1
=OHRO~ -a+l ' -a+l
a=p/q<l
qOIm par
=000~ -
a=p/qg>1
qdIm par
pOPar
_a—a+1 b—a+1
=000m - +
2;5@1 —a+l -a+l
qdIm par
pOIm par
_ -€ b
Ok~ = LiX| = +Lx| =Le-Llaj+Lb-Le OO []~ Lb-LJal
a £ E-

IV.- El resultado final es:

a<0<b alR

f iﬂ dx JCV - a= P 0OQ [ (p,g)JPrimosentresi [J p<q L qlAmpar
X q

- azBUQ O (p,g)JPrimosentresi [J p=q O qlAmpar J p[Ampar
q



4.- CRITERIOS DE CV
El analisis del Convergencia de las Il se hace por medio de criterios (teoremas) que nos permitan

asegurar su tipo (CV, DV, OSC, OVP).
En todos los criterios se analiza un sélo punto singular que puede ser tanto de intervalo no acotado o de

funcién no acotada, en forma indiferente, sabiendo que un tipo de 1l siempre se puede transformar en la otra.

4.1.- ANALISIS DE LA DEFINICION
La definicién de la Integral Impropia en el caso de Intervalo no acotado puede presentarse de otra

forma
Def .[mDCV - |L | <&

S
fDQHDQ;—» fm = >0 0Ay: OA>A, > |f—‘[m|<s

0
= |£|<s:: |L | <e
S

Analogamente se puede presentar la Definicion de 11 V; cuando el intervalo es finito (s es finito)

4.2.- CRITERIO DE BOLZANO CAUCHY

2
Ty [ B30 DV : %) N nD = | fl fdi<e] - L f gcv
S

D.- Aplicando el Criterio de Bolzano-Cauchy para la existencia del limite de funciones

lim FX)=L o 80 Ny :Ax1%)AVS nD) = |F (x1) - F()| < &

X=a
Como

F(A) = f f(x) dx

00 1 2
lim ff(x) dx = [ fX)dX = [Fe0 Niw: AXiX))OVied = If - f |<é&

X — +00
2
= |r |<£
AL

Un resultado equivalente se obtiene para Vs con s finito.



4.3.- CRITERIO DE COMPARACION

4.3.1.- CASO GENERAL

H, L g, OCV = T L f ocv
S S

H, L g OCV
S

«Q

=y
IN
—
IN

02

Ls g2
Ls 92

IN

Lsf
Lsf

w
«Q
=
IN

IN
IN
™

'
(e2]
IN

m:

«
=
IN

4.3.2.- CRITERIO DE COMPARACION: CASOS PARTICULARES

T, H 0sfsg
H, L g OCV = T L f ocv
S S

TCR H,
IT = I/H,

7 H; - s fsg
H, L o OV = T L f OCV
S S

También se demuestra a partirde T’’, y la tautologia —| f| s f <| f | [ que satisface a H; ]

L |flOCcv = T L f CV
S S
Es decir

T, L fOCA = T L f Ocv
S S



4.4.- CRITERIO DE COMPARACION POR LIMITE

4.4.1.- COMPARACION POR LIMITE: TEOREMA |

T, H; OM- A: AA [0 A#tow
XS

f

g

H, L gaocv e T L f cv
S S

D[=] Por definicion de limite

)\-s<i < A+g
0>0 => (A-g)dg< f<(A+gg Og<0 = (A-¢dg>f>A+¢g

En ambos casos aplicando el Criterio de Comparacion
L gocv = L fOcv
S S
(O]

00— A A20 O Mo - 2000
X =S X=S

: 1;t:O 0 —zo
f A

f
g
Por lo tanto aplicando la demostracion anterior

LS focv = LS g OCV

4.4.2.- COMPARACION POR LIMITE: TEOREMA 11

T, H O Xg-» A=0

f
g

H, L gaocv = T L f Ocv
S S



D [=] Es la misma demostracion de la condicion suficiente del
teorema anterior, tomando A=0

L gicv = L fOcv
S S

No es valido la condicion necesaria

4.4.3.- COMPARACION POR LIMITE: TEOREMA 111

T, H; O X_|;|S—> A=2c0

f

g

H, L gocv O T L f cv
S S

D[]
T omo az2e o Y0m. oo
g XS f XS )\

Entonces estamos en las condiciones del teorema anterior

L focv = L g OCV
S S



4.5.- CRITERIO DE COMPARACION CON SERIES POSITIVAS

Estos criterios de Comparacion muestran la intima relacion entre las Integrales Impropias y las Series en
cuanto a los estudios de Convergencia.

En particular se tiene:

Ts.- Comparacion con Series No negativas monoétonas No crecientes

H, f20
H, f's0
+00 %
Ho Y fm ooV - [ f(x) dx OCV
n=1
¥
)
01 2z 3 4 5 6 «x
D.-
< 2.1 < ff < f(1).1
0< f3).1 < ff < f(2).1
+1
0< f(n+1).1 < f fo< fn).1
Sumando
n+l +1 n
0s Y i < f t<sY M
k=2 k=1

Pasando al limite cuando ntiende a +oo .
+00 o +00
0s Y K < f fs> W
k=2 k=1
Por una parte si
+00
Z flky D CV - z f(k) O CV
k=2
Pues difieren en una constante. Entonces por comparacion:
+00 .
Y twoev - Y fwocov = f f(x) dx 0CV
k=2

Asimismo por comparacion si



. +00
f f) dx OCV = Y (k) O CV
k=1

pues esta acotada inferiormente por 0.

4.6.- CRITERIO DE ABEL

Ty.- H, f: |f|SM
f =20
f’<0
f OO@- 0

H,  [Apq) If gy dx | =M = J:m f(x) g(x) dx OCV

D.-

ff(x) g dx = f(x) f o) dt |* - f £(%) f g(t) dt dx
= f(A) f o) dt - f £(x) f g(t) dt dx

El primer término tiende a cero pues:

1A [ o dt i< (A M DR - 0

El segundo término
[ o0 [ oo atoxi< [ 1001 1] o df ox
v [ I dx

M, f f'(x) dx
My [f(A) - f(a) ]

IN

IN

IN

4.7.- CRITERIO DE COMPARACION POR SERIES ALTERNADAS

Cuando se tiene una funcién con infinitos ceros ~ {{,} se puede igualar una Integral impropia con una
Serie Alternada

Ak b el
L N N




donde cada término de la SA es una integral
Recordando el Teorema de Leibnitz de Series Alternadas
Teorema de Leibnitz. Convergencia de Series Alternadas
Un 2 Upyy 20
uy O0@ -0 = i -1)" u, OCV
k=0

se tiene el siguiente Criterio de CV

Ts.- Criterio de Convergencia de Funciones oscilantes

H.- Sea una funcién alternada con infinitos ceros

PN .
T, N L

Hl |un|2|Un+1|

+00 .
H: G OQE-0 « 3 (D'ful OV - fo focv
k=0



5.- TABLA DE INTEGRALES IMPROPIAS

dx JCV - a>1

+00 a

dx JCV - ax<l1

!.\’
hobh
+
XQ‘HX"_‘

o
x
n"“

dx JCV = a=£DQ [ (p,g)JPrimosentresi [Jp<q [J gAmpar
q

- a=EpUQ [ (p,g)JPrimosentresi [Jp=q [ qmpar [J pAmpar

4.-L X ooy - a>1

+00 Xa

5.-L X gov - a<1
0+ @

sin( x)

6.-L dX OCV o a>0
+00 X

7.- L e* x? dx JCV o~ @al[R
+00



